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Sim
ulation

based
pricing

of
A
m
erican

options
in
a
m
odel

w
ith
stochastic

volatility
and

jum
ps

N
iels

E
lken

Sønderby

S
u
m
m
ary

T
his

m
aster’s

thesis
presents

a
com

bination
of
the

SV
JD

(stochastic
volatility

and
jum

p
diffusion)

option
pricing

m
odel

introduced
by

B
ates

(1996)
and

the
least-squares

M
onte

C
arlo

m
ethod

developed
by
L
ongstaff

and
Schw

artz
(2001).

T
his

m
akes

it
possible

to
price

A
m
erican

options
in

the
SV
JD
-m
odel.

T
he
resulting

com
bination

is
im
plem

ented
in
a
com

puter
program

in
order

to
m
ake

it
fast

and
easy

to
do
the

calculations.
T
he
rationale

for
studying

the
SV
JD
-m
odel

is
that

the
fam

ous
B
lack-

Scholes
form

ula
does

not
yield

prices
that

are
consistent

w
ith

observed
m
ar-

ket
prices.T

his
is
partly

due
to
the

fact
that

the
B
lack-Scholes

m
odelassum

es
that

the
price

of
the

underlying
asset

follow
s
a
geom

etric
B
row

nian
m
otion

w
ith
constant

volatility.For
this

reason,a
num

ber
ofextensions

to
the

B
lack-

Scholes
m
odel

has
been

suggested.
O
ne
of
the

suggested
im
provem

ents
has

been
to
let
the

volatility
follow

a
stochastic

process
and

thus
vary

over
tim
e.

O
f
these,especially

the
H
eston

(1993)
m
odelhas

been
quite

successful.A
no-

ther
suggested

im
provem

ent
is
to
extend

the
m
odel

by
adding

the
observed

phenom
enon

that
asset

prices
exhibit

jum
ps.O

ne
popular

w
ay
to
m
odelthis

behaviour
is
by
adding

log-norm
ally

distributed
jum

ps
arriving

according
to

a
P
oisson

process
to
the

geom
etric

B
row

nian
m
otion.

T
his

w
as
first

studied
by
M
erton

(1976).
B
ates

(1996)
com

bines
these

tw
o
extensions

and
this

the-
sis
refers

em
piricalevidence,that

the
SV
JD
-m
odelis

a
quite

good
candidate

for
a
m
odel

describing
m
arket

data.
O
pposed

to
the

B
lack-Scholes

m
odel

it
is
not

possible
to
m
ake

a
perfect

hedge
in
the

SV
JD
-m
odel.

A
s
a
consequence

it
is
neccessary

to
m
ake

as-
sum

ptions
about

the
utility

functions
of
the

investors
in
order

to
arrive

at
a
pricing

result.
D
oing

this,
the

SV
JD
-m
odel

can
be
rew

ritten
as
a
process

under
the

risk-neutralprobability
m
easure.It

is
then

possible
to
use

the
cha-

racteristic
functions

to
arrive

at
a
sem

i-closed
pricing

form
ula

for
E
uropean

call
and

put
options.

T
he
form

ula
only

requires
the

num
erical

integration
of

tw
o
real-valued

integrands
consisting

of
elem

entary
functions.

In
this

thesis
the

G
auss-K

ronrod
integration

algorithm
is
described

and
im
plem

ented
in

order
to
evaluate

the
pricing

form
ula.

U
sing

other
integration

form
ulas

sim
ilar

to
the

pricing
form

ula,
it
is
pos-

7

sible
to
evaluate

the
probability

density
function.

T
his

possibility
is
used

to
graphically

illustrate
the

effects
of
different

choices
of
m
odel

param
eters

on
the

skew
ness

and
kurtosis

ofthe
asset

return.T
he
m
ost

im
portant

effects
are

as
follow

s:
H
igher

volatility
of
volatility

results
in
higher

kurtosis.
P
ositive

correlation
betw

een
asset

price
changes

and
volatility

changes
results

in
posi-

tive
skew

ness.O
ppositely

for
negative

correlation.Jum
ps
results

in
skew

ness
in
the

sam
e
direction

as
the

m
ean

ofthe
jum

ps
and

also
gives

higher
kurtosis.

T
he
pricing

effects
ofchanging

the
param

eters
are

also
studied

together
w
ith

the
resulting

volatility
sm
iles.

K
urtosis

results
in
a
sym

m
etric

sm
il,
w
hereas

skew
ness

results
in
a
sm
irk.

T
he
sem

i-closed-form
pricing

form
ula

can
only

be
used

for
E
uropean

op-
tions.

H
ow
ever,

as
a
large

part
of
traded

options
are

A
m
erican,

it
is
of
great

use
to
be
able

to
price

these.
A
s
the

SV
JD
-m
odel

is
rather

com
plex,

it
is

diffi
cult

to
adapt

traditional
m
ethods

like
binom

ial
tree

and
finite

difference
algorithm

s
for

use
in
this

m
odel.

T
he
M
onte

C
arlo

sim
ulation

approach,
how

ever,
is
easy

to
adapt

to
new

m
odels.

U
ntil

recently
it
w
as
considered

infeasible
to
use

sim
ulation

techniques
to
price

A
m
erican

options.
B
ut
w
ith

the
m
ethod

called
least-squares

M
onte

C
arlo

(L
SM
)
this

becom
es
possible.

T
his
thesis

show
s
how

L
SM

can
be
used

to
price

options
in
the

SV
JD
-m
odel.

F
irst,a

m
ethod

for
sim
ulating

the
path

ofthe
price

ofthe
underlying

asset
in
the

SV
JD
-m
odel

is
developed.

For
the

purpose
of
variance

reduction
also

the
antithetic

path
is
sim
ulated.

T
his

m
akes

it
possible

to
price

E
uropean

options
using

a
M
onte

C
arlo

technique.A
s
a
sem

i-closed-form
solution

exists,
it
is
easily

checked
if
the

developed
M
onte

C
arlo

approach
prices

the
options

correctly.
Secondly,

the
L
SM

algorithm
is
presented.

T
his

approach
uses

the
infor-

m
ation

across
the

sim
ulated

paths
to
estim

ate
the

continuation
value

of
the

A
m
erican

option.
T
his

is
done

using
ordinary

least-squares
regression,

for
w
hich

an
algorithm

using
singular

value
decom

position
(SV

D
)
is
used.

B
y

w
orking

recursively
backw

ards
the

L
SM
-m
ethod

can
then

be
used

to
find

the
option

price
at
tim
e
0.
In
the

L
SM

approach
it
is
show

n
how

using
the

E
uropean

option
price

as
a
control

variate
can

im
prove

the
estim

ates.
U
sing

the
im
plem

entation
ofthe

L
SM

algorithm
an
approxim

ation
to
the

optim
alexercise

boundary
for
the

A
m
erican

option
is
show

n.In
the

B
S-m

odel
this

boundary
is
tw
o-dim

ensional,
w
hereas

in
the

case
of
the

SV
JD
-m
odel

it
is
three-dim

ensional.
In
order

to
assure

the
accuracy

of
the

im
plem

entation,
the

output
of

the
program

is
tested.

T
he
tests

show
s
that

the
im
plem

entation
is
accurate.

H
ow
ever,prices

are
biased

ifthe
correlation

is
different

from
zero.A

lso
pricing

in
a
m
odelw

ith
jum

ps
requires

m
any

tim
e
steps

resulting
in
long

calculation
tim
es.

8



A
ll
the

discussed
algorithm

s
are

im
plem

ented
in
the

program
delivered

w
ith

the
thesis.

In
order

to
m
ake

the
calculation

routines
w
idely

available,
they

are
m
ade

as
extensions

to
the

open
source

financialC
+
+
library

Q
uantL

ib
and

w
ill
be
distributed

w
ith

future
versions

of
the

library.
A
lso,

as
part

of
this

thesis
an
interface

m
aking

the
routines

from
Q
uantL

ib
available

through
M
athem

atica
has

been
developed.T

his
assures

that
the

functionality
is
easily

accessible
through

a
popular

user
interface.

T
he
program

and
other

files
can

be
dow

nloaded
from

http://w
w
w
.nielses.dk/stud/cand

9

1
In
d
led
n
in
g

P
risfastsæ

ttelse
af
optioner

er
et
centralt

em
ne
i
m
oderne

finansieringsteori,
og
til
dette

form
ål
har

B
lack-Scholes-form

len
fra

1973
væ
ret

utrolig
succes-

fuld.D
en
er
stadig

den
m
est

udbredte
m
etode,m

en
da
en
sim
pelanvendelse

af
form

lens
priser

ikke
stem

m
er
overens

m
ed
m
arkedets

priser,
bliver

tallene
justeret

på
forskellig

vis.
E
n
hyppigt

anvendt
m
etode

er
at
justere

i
forhold

til
“volatilitetssm

ilet”,
der

foreskriver,
at
volatiliteten

for
det

underliggende
aktiv

afhæ
nger

af
aftalekursen.

B
ehovet

for
justeringer

opstår,
fordi

de
underliggende

antagelser
i
B
lack-

Scholes-m
odellen

ikke
holder.

D
ette

gæ
lder

f.eks.
antagelsen

om
konstant

rente
i
optionens

løbetid.
D
en
antagelse,

der
giver

størst
problem

er
i
praksis

er
im
idlertid

antagelsen
om
,
at
afkastet

på
det

underliggende
aktiv

er
log-

norm
alfordelt.D

enne
fordeling

følger
af,at

prisen
på
det

underliggende
aktiv

antages
at
følge

en
geom

etrisk
brow

nsk
bevæ

gelse.D
er
har

derfor
væ
ret
gjort

en
ræ
kke

forsøg
på
at
finde

andre
stokastiske

processer,
der

m
ere

realistisk
beskriver

prisens
udvikling

over
tid.D

e
m
est
prom

inente
forsøg

beskriver
vo-

latiliteten
som

stokastisk
eller

indfører
m
uligheden

for
spring.

D
avid

B
ates

har
i
1996

præ
senteret

en
m
odel

(benæ
vnt

SV
JD
-m
odellen),

der
indeholder

begge
disse

elem
enter

og
ifølge

em
piriske

undersøgelser
er
m
odellen

velegnet
til
at
beskrive

aktivets
prisudvikling.

Y
derm

ere
udleder

han
en
form

el
for

udregning
af
optionsprisen

givet
m
odellens

param
etre.

D
ette

giver
nye

m
u-

ligheder
for
på
en
teoretisk

tilfredstillende
m
åde

at
prisfastsæ

tte
optioner.

B
ates’

lukkede
form

el
kan

im
idlertid

kun
beregne

prisen
på
europæ

iske
optioner.

D
a
m
ange

handlede
optioner

er
am
erikanske,

er
det

interessant
også

at
kunne

regne
på
disse.E

n
nyudviklet

m
etode

tildette
er
least-squares

M
onte

C
arlo,

der
arver

fleksibiliteten
fra
standard

M
onte

C
arlo

sim
ulations-

teknikken,
m
en
giver

m
ulighed

for
at
tage

højde
for
førtidig

indfrielse
(early

exercise).M
etoden

er
generelog

har
m
ange

anvendelser,og
iforhold

tilandre
teknikker

er
det

forholdsvist
enkelt

at
anvende

den
til
m
odeller

m
ed
stoka-

stisk
volatilitet

og
spring.

D
enne

afhandling
præ

senterer
SV
JD
-m
odellen

og
least-squares

M
onte

C
arlo

m
etoden

og
kom

binerer
disse,

således
at
det

bliver
m
uligt

at
udregne
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prisen
på
en
am
erikansk

option
ien

m
odelm

ed
stokastisk

volatilitet
og
spring

ved
hjæ

lp
af
sim
ulationsteknik.

Sideløbende
m
ed
udviklingen

af
nye

teoretiske
m
odeller

inden
for
afledte

finansielle
produkter

er
der

sket
en
rivende

udvikling
icom

puterteknologiog
m
etoder

tilat
løse

finansielle
problem

stillinger
ved

hjæ
lp
af
num

eriske
m
eto-

der.
D
ette

bunder
naturligvis

i,
at
de
m
arkedsdeltagere,

der
handler

m
ed
de

forskellige
instrum

enter,skalkunne
regne

på
dem

for
at
fastsæ

tte
en
korrekt

pris
og
kunne

få
taltilbrug

for
risikostyring.Sam

tidigt
er
det

vigtigt,at
ud-

regningen
foregår

tilstræ
kkeligt

hurtigt,så
det

iløbet
af
kort

tid
er
m
uligt

at
regne

på
forskellige

scenarier,
løbetider

osv.,
så
der

ikke
tabes

vigtige
sekun-

der,
når

m
arkedet

bevæ
ger

sig
hurtigt.

D
esuden

skal
beregningerne

optim
alt

set
stilles

til
rådighed

på
en
m
åde,

så
de
er
lettilgæ

ngelige,
og
derved

kan
benyttes

af
andre

end
den,

der
har

udviklet
beregningsrutinen.

D
enne

afhandling
vilderfor

også
behandle

de
beregningsm

æ
ssige

aspekter
af
de
givne

m
odeller

og
præ

sentere
et
program

for
dem

.

1.1
P
rob

lem
form

u
lerin

g
H
ovedform

ålene
m
ed
denne

afhandling
vil
væ
re
at:

•
præ

sentere
og
beskrive

SV
JD
-m
odellen

(B
ates

1996)
inkl.

den
lukkede

optionsvæ
rdiform

el,
m
odellens

egenskaber
(fordelinger

m
.v.)

og
konse-

kvenser
(volatilitetssm

il)

•
præ

sentere
og
beskrive

least-squares
M
onte

C
arlo

m
etoden

(L
ongstaff

&
Schw

artz
2001)

sam
t
om
tale

resultater
om
kring

dens
konvergens-

egenskaber

•
kom

binere
de
to
ovennæ

vnte
m
etoder

så
det

bliver
m
uligt

at
pris-

fastsæ
tte

am
erikanske

optioner
under

SV
JD
-m
odellen

•
udvikle

og
teste

et
com

puterprogram
,der

im
plem

enterer
de
to
m
etoder

Som
baggrund

for
ovenstående

vil
den

bagvedliggende
grundlæ

ggende
teori

for
optionsprisfastsæ

ttelse
blive

introduceret.

1.2
A
fgræ

n
sn
in
g

For
at
fastholde

fokus
på
det

væ
sentlige

opstilles
følgende

afgræ
nsninger:

•
D
er
vil
ikke

væ
re
nogen

diskussion
af
antagelserne

om
kring

m
arkedet

m
.v.

11

•
D
er
vil
kun

i
m
indre

grad
blive

redegjort
for

konkurrerende
m
odeller

og
m
etoder.

•
M
etoder

til
estim

ation
af
de
m
odelparam

etre,
der

er
nødvendige

for
at
m
odellerne

kan
bruges

i
praksis,

vil
ikke

blive
beskrevet,

m
en
kun

om
talt

kortfattet.

•
O
pgaven

vil
fokusere

på
valutaoptioner,

da
disse

bliver
handlet

i
stort

om
fang

på
m
in
arbejdsplads

(N
ordea

M
arkets)

og
generelt

har
et
stort

volum
en
på
de
finansielle

m
arkeder.

(D
e
behandlede

m
etoder

vil
dog

um
iddelbart

kunne
anvendes

på
optioner

på
dividendebæ

rende
aktier,

og
sam

m
enhæ

ngen
m
ed
disse

vil
blive

beskrevet.)

•
D
er
tages

ikke
højde

for
helligdagskalendre

og
diverse

m
arkedskonven-

tioner.

1.3
V
æ
rktøjer

og
m
etod

e
E
n
væ
sentlig

del
af
form

ålet
m
ed
denne

opgave
er
at
få
bragt

den
finansielle

teori
frem

til
et
punkt,

hvor
den

er
im
plem

enteret
i
et
com

puterprogram
og

brugbar
i
praksis.

D
ette

sker
for

at
give

opgaven
et
m
ere

virkelighedsnæ
rt

præ
g.
O
pgaven

vil
tage

udgangspunkt
i
det

finansielle
problem

og
kom

m
e
m
ed

en
m
atem

atisk
beskrivelse

heraf.D
erefter

ønskes
dette

im
plem

enteret
ien

be-
regningsm

otor,
der

kan
regne

hurtigt
og
stilles

til
rådighed

i
forskellige

sam
-

m
enhæ

nge.
For

at
det

skal
væ
re
nem

t
for

interesserede
brugere

at
anvende

program
m
ets
funktionalitet,ønskes

en
brugervenlig

græ
nseflade

tilprogram
-

m
et.T
ilberegningsm

otoren
er
valgt

program
m
eringssproget

C
+
+
1,da

det
giver

m
ulighed

for
hurtige

beregninger
og
en
struktureret

opbygning
afkoden.C

+
+

er
udbredt

i
den

finansielle
verden

og
giver

gode
integrationsm

uligheder
til

m
ange

forskellige
andre

sprog.
For

at
undgå

at
starte

på
bar

bund
er
koden

lavet
som

udvidelser
til
det

finansielle
C
+
+
-toolkit

Q
uantL

ib
(A
m
etrano

&
B
allabio

2003).D
enne

“væ
rktøjskasse”

indeholder
dels

de
grundlæ

ggende
ru-

tiner
til
f.eks.

generering
af
tilfæ

ldige
tal,

sim
ulation

af
M
onte

C
arlo

stier,
tilbagediskontering

o.s.v.,
dels

rutiner
til
prisfastsæ

ttelse
af
optioner

m
.v.

ved
hjæ

lp
af
forskellige

m
etoder

(analytisk,
endelig

differens,
M
onte

C
arlo).

D
ette

rutinebibliotek
gør

det
m
uligt

at
kom

m
e
ud
over

det
grundlæ

ggende
niveau,

hvor
m
etoderne,

der
studeres

allerede
er
beskrevet

og
im
plem

ente-
ret

adskillige
gange,

til
et
niveau,

hvor
det

er
m
uligt

udvikle
program

m
er
af

1E
n
introduktion

til
C
+
+
findes

i
K
oenig

&
M
oo
(2000).
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m
ere

nyskabende
karakter.

D
erudover

giver
den

tæ
tte

sam
m
enkobling

m
ed

Q
uantL

ib-biblioteket
m
ulighed

for
at
få
distribueret

koden
sam

m
en
m
ed

dette
og
derm

ed
opnå

en
større

anvendelse
af
de
udarbejdede

beregnings-
rutiner.
D
a
en
C
+
+
im
plem

entation
af
en
beregningsrutine

ikke
um
iddelbart

er
let

tilgæ
ngelig,

er
det

norm
alt
at
gøre

denne
tilgæ

ngelig
via

et
andet

program
-

m
eringssprog

eller
en
decideret

brugergræ
nseflade.D

en
kunne

f.eks.stilles
til

rådighed
som

funktion
iM
icrosoft

E
xcel,som

ob
jekt

iV
isualB

asic
eller

som
funktion

i
en
m
atem

atik-program
pakke.

I
denne

afhandling
er
det

valgt
at

eksportere
C
+
+-funktionerne

til
M
athem

atica
(W
olfram

1999).
D
et
sam

lede
program

får
herved

en
stor

lighed
m
ed
et
kom

m
ercielt

produkt
som

U
nR
isk

(2003),
selvom

om
fanget

af
funktionaliteten

selvsagt
vil
væ
re
m
arkant

m
in-

dre.M
athem

atica
er
valgt,fordidet

er
et
stæ
rkt
m
atem

atikprogram
,hvor

den
interaktive

brugergræ
nseflade

gør
det

nem
t
for

slutbrugeren
at
æ
ndre

ind-
data

og
afprøve

beregninger
i
forskellige

scenarier.
D
et
har

m
eget

fleksible
væ
rktøjer

tilgraftegning
og
giver

også
m
ulighed

for
statistisk

efterbehandling
af
resultaterne.
H
erm

ed
nås

der
tilbage

til
den

finansielle
problem

stilling,
hvor

de
bereg-

nede
resultater

har
en
finansiel

fortolkning.

1.4
A
fh
an
d
lin
gen

s
stru

ktu
r

Strukturen
i
kandidatafhandlingen

er
som

følger:
K
apitel

2
introducerer

den
velkendte

B
lack-Scholes

m
etode

for
prisfast-

sæ
ttelse

af
optioner.

B
egreberne

“ingen
arbitrage”

og
“det

risikofrie
sand-

synlighedsm
ål”

introduceres.Æ
kvivalensen

m
ellem

en
valutaoption

og
en
ak-

tie
m
ed
kontinuert

dividende
præ

senteres.I
kapitel3

gives
en
m
otivation

for
valget

af
en
udvidet

m
odel

(SV
JD
-m
odellen).

M
odellen

og
dens

egenskaber
præ

senteres,
og
det

om
tales

hvilke
m
etoder,

der
kan

bruges
for

at
estim

ere
dens

param
etre.

For
at
kom

m
e
frem

til
en
lukket

form
el
for

optionsprisen
i
SV
JD
-m
odellen

introducerer
kapitel

4
det

risikoneutrale
m
ål
i
denne

m
o-

del.
H
erefter

præ
senteres

form
len

og
dens

im
plem

entation
i
C
+
+
—
herunder

G
auss-K

ronrod
integration.

K
apitel

5
beskriver

den
klassiske

M
onte

C
arlo

procedure
for

europæ
iske

optioner.E
fter

at
have

introduceret
m
etoden

iB
lack-Scholes

setup’et
beskri-

ves,
hvorledes

den
risikoneutrale

process
fra

SV
JD
-m
odellen

kan
sim
uleres,

og
det

bliver
m
uligt

at
bruge

M
onte

C
arlo

m
etoden

tilat
prisfastsæ

tte
euro-

pæ
iske

optioner
i
denne

m
odel.

K
apitel

6
behandler

prisfastsæ
ttelse

af
am
e-

rikanske
optioner.

F
ørst

bliver
der

argum
enteret

for,
at
least-squares

M
onte

C
arlo

m
etoden

i
forhold

til
alternativerne

er
velegnet

til
opgaven.

H
erefter

13

beskrives
m
etoden,

og
kapitlet

slutter
m
ed,

at
SV
JD
-m
odellen

kom
bineres

m
ed
least-squares

M
onte

C
arlo

algoritm
en.Således

bliver
det

m
uligt

at
pris-

fastsæ
tte

am
erikanske

optioner
i
denne

m
odel

m
ed
stokastisk

volatilitet
og

spring.
K
apitel7

vilgodtgøre,at
det

udviklede
program

regner
korrekt

sam
t
se
på

effekten
af
de
variansreducerende

teknikker.
K
apitel

8
konkluderer

opgaven.
B
ilag

A
indeholder

en
oversigt

over
de
brugte

sym
boler

og
variabelnavne.

E
n
væ
sentlig

del
af
denne

kandidatafhandlings
produkt

er
det

udviklede
program

.
For

ikke
at
forstyrre

frem
stillingen

af
teorien

er
detaljer

om
kring

im
plem

enteringen
sam

t
program

m
ets

kildekode
im
idlertid

placeret
i
bilag.

B
ilag

B
indeholder

en
oversigt

over
den

vedlagte
C
D
-R
O
M
’s
indhold.

B
ilag

C
indeholder

en
brugervejledning

m
ed
forklaring

af
de
enkelte

funk-
tioner.

B
ilag

D
indeholder

kildekoden
til
beregningsm

otoren
i
C
+
+.
B
ilag

E
indeholder

kildekoden
til
bindingerne

m
ellem

C
+
+
og
M
athem

atica.

1.5
T
ak
til...

E
n
stor

tak
tilC

arsten
Sørensen

(P
h.D

.,lektor,Institut
for
F
inansiering)

for
kom

petent
vejledning

og
gode

tips
ved

udarbejdelsen
af
denne

afhandling.
D
esuden

tak
til
N
iels

H
enrik

B
ørjesson

(cand.m
erc.(m

at.),
senioranalytiker,

N
ordea

M
arkets),

K
im

A
llan

K
lausen

(cand.m
erc.F

IR
,
analytiker,

D
anske

B
ank)

og
K
ristina

B
irch

(cand.m
erc.(m

at.),
P
h.D

.-stud.,
statistikgruppen,

H
H
K
)
for

gennem
læ
sning

og
kom

m
entering

af
afhandlingen

før
aflevering.

O
gså

tak
tilR

ikke
B
røndel(cand.act.)

for
hjæ

lp
m
ed
B
jörks

bog.O
g
endelig

tak
til
Jesper

A
ndreasen

(P
h.D

.,
H
ead

of
D
erivatives

P
roduct

D
evelopm

ent,
N
ordea

M
arkets)

og
Jens

L
und

(P
h.D

.,
senioranalytiker,

N
ordea

M
arkets)

for
gode

input
om
kring

H
eston-

og
SV
JD
-m
odellerne.

A
nsvaret

for
de
til-

bagevæ
rende

fejl,
udeladelser

og
m
angler

påhviler
naturligvis

udelukkende
forfatteren.
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2
P
risfastsæ

ttelse
af
op
tion

er

D
ette

kapitelbeskriver
grundlaget

for
den

frem
herskende

B
lack-Scholes-M

erton
m
etode

til
prisfastsæ

ttelse
af
afledte

instrum
enter,

og
udleder

et
prisudtryk

for
standard

(vanilla)
valutaoptioner.

D
e
centrale

koncepter
og
vigtigste

re-
sultater

vil
blive

præ
senteret,

m
en
der

vil
ikke

væ
re
en
grundig

m
atem

atisk
udledning

afform
lerne.E

n
sådan

vileksem
pelvis

kunne
findes

iB
jörk

(1998),
som

dette
kapitel

i
høj

grad
er
baseret

på.
E
n
anden

gennem
gang

findes
i

B
axter

&
R
ennie

(1996),
m
ens

lettere
tilgæ

ngelige,
m
en
m
indre

m
atem

a-
tisk

stringente
frem

stillinger,
kan

findes
i
H
ull
(2000a)

eller
W
ilm
ott

(1998,
kapitel

3,
4,
5
og
7).

U
dledningen

vil
væ
re
struktureret

som
følger:

F
ørst

beskrives
det,

hvor-
dan

det
underliggende

aktivs
opførsel

kan
m
odelleres,

og
begrebet

kontrakt
(det

afledte
instrum

ent)
defineres.

H
erefter

defineres
et
valutam

arked
bestå-

ende
af
valutaen

sam
t
de
to
risikofrie

rentebæ
rende

aktiver.
E
fter

en
om
-

skrivning
af
dette

valutam
arked

til
et
kunstigt

defineret
m
arked

m
ed
kun

to
aktiver

introduceres
begrebet

en
selvfinansierende

strategi.
Idéen

er
nu,

at
det

er
m
uligt

at
danne

en
selvfinansierende

porteføljestrategi
af
det

risi-
kofri

aktiv
og
det

andet
aktiv,

der
ved

udløb
er
lig
m
ed
kontraktens

væ
rdi.

I
et
arbitragefrit

m
arked

m
å
prisen

på
kontrakten

derfor
væ
re
lig
anskaffelses-

væ
rdien

for
den

selvfinansierende
portefølje.D

ette
giver

en
differentialligning,

som
optionens

væ
rdi

skal
opfylde.

L
øses

denne
fås,

at
optionens

væ
rdi

er
lig

m
ed
den

forventede
væ
rdi

under
et
andet

sandsynlighedsm
ål.
D
ette

resultat
anvendes

nu
og
føres

tilbage
tildet

oprindelige
valutam

arked.D
en
forventede

væ
rdi

kan
også

skrives
som

et
integrale,

og
ved

hjæ
lp
af
dette

nåes
der

frem
til
en
lukket

form
el
for
valutaoptionens

pris.

2.1
M
od
el
for

d
et
u
n
d
erliggen

d
e
aktiv

D
a
et
afledt

aktivs
pris

afhæ
nger

af
dets

underliggendes
aktivs

kurs,
er
det

nyttigt
at
have

en
m
odel

for,
hvordan

denne
udvikler

sig
over

tid.
D
en
m
est

udbredte
m
odeler

den,der
ligger

bag
B
lack-Scholes

form
len.H

er
m
odelleres

kursen
som

en
geom

etrisk
brow

nsk
bevæ

gelse.
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D
efi
n
ition

1
(B
jörk

1998,
p.
53)

E
n
geom

etrisk
brow

nsk
bevæ

gelse
(G
B
M
)

er
en
process

S
,
der

følger
dynam

ikken

d
S
t
=
µ
S
t d
t
+

σ
S
t d
W
t

(2.1)

S
0
=
s
0

H
er
er
S
t
kursen

på
det

underliggende
aktiv

på
tidspunkt

t,
s
0
er
kursen

observeret
på
tidspunkt

0
,
µ
er
driften

hvorved
kursen

forventes
at
stige

og
σ

er
volatiliteten,

der
siger

nogen
om
,
hvor

m
eget

kursen
svinger.

D
efinitionen

er
baseret

på
en
standard

brow
nsk

bevæ
gelse,

også
kaldet

en
W
iener-proces

W
t
(B
jörk

1998,
p.
27).

d
W
t
indfører

stokastikken
i
ligningen

og
er
den

in-
finitisim

ale
tilvæ

kst
i
W
iener-processen.

L
øst

sagt
er
denne

et
tilfæ

ldigt
tal

udtrukket
fra

en
norm

alfordeling
m
ed
m
iddelvæ

rdi
0,
således

at
der

for
alle

s
<
t
gæ
lder

at
W
t −

W
s
er
norm

alfordelt
N
(0, √

t−
s).

P
rocessen

skrives
også

ofte
på
form

en

d
S
t

S
t
=
µ
d
t
+

σ
d
W
t

(2.2)

Idet
der

er
tale

om
forholdsm

æ
ssige

tilvæ
kster,

vil
S
t
udvikle

sig
ekspo-

nentielt,og
det

er
derfor

interessant
at
se
på,hvordan

ln
S
t udvikler

sig.H
vis

vi
definerer

Z
t
=
ln
S
t ,
fås
vha.

Itôs
lem

m
a
1:

dZ
t
= µ

µ−
12
σ
2 ¶
d
t
+

σ
d
W
t

(2.3)

Z
0
=

ln
s
0

E
n
m
odel

af
denne

type
m
edfører,

at
kursen

for
det

afledte
aktiv

på
tidspunkt

T
vil
væ
re
log-norm

alt
fordelt:

P
rop

osition
1
V
æ
rdien

S
T
for
en
geom

etrisk
brow

nsk
proces

S
på
tidspunkt

T
>
t
vil
væ
re
log-norm

al
fordelt:

ln
(S
T
)∼

N µ
ln
(s
t )
+ µ

µ−
σ
2

2 ¶
(T
−
t),σ p

(T
−
t) ¶

hvor
s
t
er
væ
rdien

af
S
t
observeret

på
tidspunkt

t.

D
enne

m
odel

kan
beskrive

kursudviklingen
for

m
ange

aktiver
f.eks.

ak-
tiekurser,

valutakurser
og
visse

råvarer
nogenlunde

godt.
D
er
er
dog

en
del

m
angler

ved
m
odellen,og

der
vilderfor

ikapitel2
blive

introduceret
en
ræ
kke

udvidelser,
så
den

kan
beskrive

virkeligheden
m
ere

realistisk.
T
il
brug

for
at
beskrive

forventede
væ
rdier

er
der

brug
for

et
begreb,

der
beskriver

den
inform

ation,som
den

stokastiske
proces

har
genereret.D

er
følger

derfor
her

en
løs
definition

af
begrebet

filtrering.
1B
jörk

(1998,
p.
38)
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D
efi
n
ition

2
(B
jörk

1998,p.29)
E
n
fi
ltrerin

gF
Xt
for
en
proces

X
betegner

den
inform

ation,som
X
har

genereret
op
tiltidspunkt

t.H
vis
det

på
baggrund

af
stien

{
X
s |
0≤

s≤
t}
er
m
uligt

at
afgøre

om
en
given

hæ
ndelse

A
er
sket

eller
ej,
skrives

A
∈
F
Xt
.
E
n
stokastisk

process
X
siges

at
væ
re
tilpasset

(adapted)
til
filtreringen

F
X
,
hvis

X
t
altid

kan
bestem

m
es
ud
fra

den
sti,

som
X
har

fulgt
op
til
tidspunkt

t.

D
enne

definition
kan

bruges
til
at
indføre

en
notation

for
den

forventede
væ
rdi

af
den

frem
tidige

kurs
af
S
betinget

af,
at
kursen

nu
er
kendt.

D
efi
n
ition

3
E
n
forven

tet
væ
rdi

for
processen

S
på
tidspunkt

T
givet

den
inform

ation,
der

er
genereret

af
S
op
til
tidspunkt

t,
skrives

E
P (S

T |F
t )

2.2
O
p
tion

er
og
afl
ed
te
p
rod

u
kter

Form
ålet

m
ed
denne

afhandling
er
at
prisfastsæ

tte
valutaoptioner,

og
det

er
således

på
sin

plads
at
definere

en
sådan:

D
efi
n
ition

4
E
n
europæ

isk
købsoption

(calloption)
m
ed
aftalekurs

(exercise
price)

K
og
løbetid

(tim
e
to
m
aturity)

T
på
en
underliggende

valutakom
bina-

tion
m
ed
kurs

S
defineres

som
en
aftale

m
elem

to
parter,

der
giver

køberen
en

ret,m
en
ikke

en
pligt,tilat

købe
valutaen

tilaftalekursen
K
ved

optionens
ud-

løb,
tidspunkt

T
.
E
n
salgsoption

(put
option)

defineres
analogt

som
retten

til
at
sæ
lge.

E
n
am
erikan

sk
option

giver
(m
odsat

en
europæ

isk)
m
ulighed

for
at
indløse

(exercise)
optionen

på
alle

tidspunkter
op
til
og
m
ed
tidspunkt

T
.

For
både

købs-
og
salgsoptioner

er
der

to
parter

ikontraktindgåelsen.D
en

der
køber

retten
til
at
kunne

indfri
optionen,

og
den

der
sæ
lger

optionen,
og

således
forpligter

sig
til
at
købe/sæ

lge
til
aftalekursen

ved
evt.

indfrielse.
M
an
siger,

at
køberen

har
en
lan
g
p
osition

i
optionen,

m
ens

sæ
lgeren

har
en
kort

p
osition

i
optionen.

D
efi
n
ition

5
(B
jörk

1998,
p.
78)

M
ere

generelt
defineres

en
afl
edt

for-
drin

g
(contingent

claim
)
m
ed
u
d
løbstidpun

kt
T
som

en
stokastisk

varia-
belX

∈
F
ST .
Såfrem

tX
kan

skrives
på
form

en
X
=
P
(S
T
)
kaldes

den
en

sim
pel

fordrin
g.
Funktionen

P
kaldes

kon
traktfu

n
ktion

en
eller

payoff-
funktionen.
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F
igur

2.1:
A
fkastprofil

ved
udløb

for
korte

og
lange

p
ositioner

af
købs-

og
salgsoptioner.

E
n
europæ

isk
købsoption

er
altså

en
sim
pel

fordring
m
ed
kontraktfunk-

tion
P
(S
T
)
=
m
ax
(S
T −

K
,0).

K
ravet

om
atX

∈
F
ST
betyder

i
praksis

blot,
at
det

rent
faktisk

skal
væ
re
m
uligt

at
kunne

bestem
m
e,
hvilket

beløb
fordringen

udbetaler
på
tidspunkt

T
.

I
figur

2.1
er
kontraktfunktionerne

for
standardoptionerne

illustreret.

2.3
V
alu
tam

arked
et

I
B
lack-Scholes

paradigm
et
for

prisfastsæ
ttelse

af
afledte

aktiver,
der

blev
grundlagt

m
ed
den

banebrydende
artikel

B
lack

&
Scholes

(1973),
gøres

der
en
ræ
kke

antagelser
om
,
hvordan

m
arkedet

ser
ud.

D
e
vigtigste

er:

•
D
er
eksisterer

et
risikofrit

aktiv,
der

har
en
konstant

rente.

•
D
et
underliggende

aktiv
følger

en
geom

etrisk
brow

nsk
bevæ

gelse.

•
D
er
er
ingen

arbitrage-m
uligheder

i
m
arkedet.

•
D
er
er
ingen

transaktionsom
kostninger

ved
handel

m
ed
det

underlig-
gende

aktiv.

18



•
D
et
er
m
uligt

at
have

en
kort

position
(short

sales).

M
ed
udgangspunkt

i
disse

antagelser,
der

ikke
vil
blive

diskuteret
næ
r-

m
ere

2,
opbygges

i
det

følgende
en
m
odel

for
et
valutam

arked.
D
et
underliggende

aktiv
for

valutaoptionen
er
valutakursen

S
t ,
der

er
defineret

som
det

beløb
af
indenlandsk

valuta,
som

m
an
på
tidspunkt

t
skal

betale
for
én
enhed

afden
udenlandske

valuta.B
eløb,der

haves
iindenlandsk

valuta
kan

investeres
iet

risikofrit
aktiv

tilden
konstante

risikofriindenland-
ske

rente
r
d,
og
beløb

i
udenlandsk

valuta
forrentes

tilsvarende
m
ed
r
f.
T
il

brug
for
m
odellen

defineres:

D
efi
n
ition

6
(B
jörk

1998,
p.
76)

P
rocessen

B
repræ

senterer
prisen

på
et

risikofrit
aktiv,

hvis
dens

dynam
ik
kan

beskrives
m
ed

d
B
t
=
rB

t d
t

A
ntagelsen

om
eksistensen

af
et
risikofrit

aktiv
retfæ

rdiggøres
som

regel
m
ed,

at
der

findes
en
risikofri

obligation
(bond

),
typisk

en
statsobligation,

der
giver

renten
r
m
ed
sikkerhed.

M
ed
antagelsen

om
at
valutakursen

følger
en
geom

etrisk
brow

nsk
bevæ

-
gelse,

kan
m
odellen

for
det

teoretiske
m
arked

opstilles.

D
efi
n
ition

7
(B
jörk

1998,
p.
167)

B
lack-Scholes

m
odellen

for
et
valuta-

m
arked

defineres
som

d
B
dt
=
r
dB

dt d
t

d
B
ft
=
r
fB

ft d
t

d
S
t
=
µ
S
t d
t
+

σ
S
t d
W
t

For
at
sim
plificere

m
odellen

udnyttes,at
beløb

investeret
iden

udenland-
ske

obligation
vil
kunne

om
veksles

til
indenlandsk

valuta,
således

at
prisen

på
den

udenlandske
obligation

B
f
udtrykt

i
indenlandsk

valuta
kan

skrives
som

eB
ft
=
S
t B

ft
(2.4)

V
ed
brug

af
produktreglen

(B
axter

&
R
ennie

1996,
p.
62)

kan
dette

om
-

skrives
(fodtegnene

er
her

udeladt):

d eB
f

=
B
fd
S
+
S
d
B
f
=
B
f(S
µ
d
t
+
S
σ
d
W
)
+
S
(r
fB

fd
t)

= eB
f(µ
d
t
+

σ
d
W
)
+
r
feB

fd
t

= eB
f(µ

+
r
f)d
t
+ eB

fσ
d
W

2B
eskrivelser

af
forsøg

på
at
”reparere”

på
disse

antagelser
kan

findes
iW

ilm
ott

(1998,
p.
75,

kap.
19).

19

L
em
m
a
2
B
lack-Scholes

m
odellen

for
et
valutam

arked
kan

alternativt
skri-

ves
som

d
B
dt
=
r
dB

dt d
t

(2.5)

d eB
ft
= eB

ft (µ
+
r
f)d
t
+ eB

ft σ
d
W

V
i
har

herm
ed
opnået,

at
det

teoretisk
definerede

m
arked

kun
består

af
to
aktiver,

så
beregningerne

er
lettere

at
håndtere.

2.4
A
rb
itragefrit

m
arked

O
pgaven

er
nu
at
finde

frem
til,

hvad
en
rim
elig

pris
på
fordringen

er.
Som

et
væ
rktøj

til
dette

skal
bruges

begrebet
en
selvfinansierende

strategi.

D
efi
n
ition

8
(B
jörk

1998,
p.
72)

G
ivet

en
n
-dim

ensionel
prisproces

S
=

(S
1 ,S

2 ,...,S
n )
defineres

en
portefølje-strategi

(portfolio
strategy)

som
en

vilkårligF
ST
tilpasset

proces
h
t ,
t≥

0.

h
t
er
altså

den
n
-dim

ensionelle
proces,

der
angiver,

hvor
m
eget

af
hver

enkelt
aktiv,

der
besiddes

på
tidspunkt

t.

D
efi
n
ition

9
G
ivet

en
portefølje

strategi
h
defineres

en
væ
rdiproces

(value
process)

V
h
som

V
ht
=

n
Xi=
1

h
i,t S

i,t

eller
m
ed
vektornotation

V
ht
=
h
t S
t

V
ht
angiver

således
væ
rdien

på
tidspunkt

t
af
den

portefølje,
der

væ
lges

m
ed
portefølje-strategien

h
t .

D
efi
n
ition

10
E
n
selvfi

n
an
sieren

de
strategi

(self-financing
strategy)

er
en
portefølje-strategi

h,
der

opfylder

d
V
ht
=

n
Xi=
1

h
i,t d
S
i,t

eller
m
ed
vektornotation

d
V
ht
=
h
t d
S
t

20



D
ette

betyder,at
en
strategi

h
netop

vilvæ
re
selvfinansierende,hvis

salget
afporteføljen

h
t på

tidspunkt
t
indbringer

nøjagtigt
det

beløb,der
skalbruges

for
at
kunne

købe
porteføljen

h
t+
d
t
et
infinitisim

alt
tidsrum

d
t
senere.

O
pgaven

er
nu
at
finde

frem
til
en
“rim

elig”
pris

på
valutaoptionen,

for-
stået

som
den

pris,
der

ikke
giver

arbitragem
uligheder.

Som
næ
vnt

i
afsnit

2.3
er
det

jo
netop

en
af
de
grundlæ

ggende
antagelser

i
B
lack-Scholes

para-
digm

et,at
der

ikke
er
m
uligheder

for
arbitrage

på
m
arkedet.P

risp
rocessen

for
ford

rin
gen

(her
optionen),

der
ønskes

prisfastsat,
benæ

vnes
Π
(t,X

).
D
en
arbitragefripris

skalsåledes
sikre,at

der
ikke

findes
arbitragem

uligheder
på
m
arkedet

bestående
af
den

indenlandske
obligation

B
d,
den

udenlandske
obligation

udtrykt
i
indenlandsk

valuta eB
f
og
fordringen

selv
Π
.

D
efi
n
ition

11
(B
jörk

1998,p.80)
V
ed
en
arbitragem

ulighed
på
et
m
arked

forstås
en
selvfinansierende

portefølje
h,
så

V
h0
=
0

V
hT
>
0

m
ed
sandsynlighed

1.
M
arkedet

betegnes
som

arbitragefrit,
hvis

der
ikke

findes
arbitragem

uligheder.

E
n
sim
pel

anvendelse
af
kravet

om
ingen

arbitrage
fører

frem
til
den

såkaldte
put-call

paritet.
P
å
tidspunkt

0
dannes

en
portefølje

bestående
af

en
lang

position
af
en
call-option,

K
e −
r
T
i
kontanter,

en
kort

position
af
en

put-option
og
en
kort

position
(et

lån)
af
e −
r
f
T
i
den

underliggende
valuta.

D
isse

positioner
holdes

ihele
tidsrum

m
et
0≤

t≤
T
,og

der
er
således

tale
om

en
konstant

porteføljestrategi.
V
ed
udløb

(tidspunkt
T
)
vil
denne

portefølje
m
ed
sikkerhed

have
væ
rdien

m
ax
(S
T −

K
,0)

+
K
−
m
ax
(K
−
S
T
,0)−

S
T ,

idet
vi
forudsæ

tter
at
det

har
kostet

r
f
i
rente

at
låne

valutaen.
D
ette

giver
m
ax
(S
T
,K
)−

m
ax
(K
,S

T
)
=
0.
For

at
m
arkedet

nu
kan

væ
re
arbitragefrit

m
å
porteføljen

dannet
på
tidspunkt

0
også

have
væ
rdien

0.
H
vis

prisen
på

henholdsvis
call-

og
put-optionen

skrives
c
og
p,betyder

det
at
c
+
K
e −
r
d
T−

p−
s
0 e −

r
f
T
=
0.
M
ed
en
lille

om
skrivning

har
vi
således

følgende
resultat:

P
rop

osition
3
(B
jörk

1998,
p.
109)

(H
ull
2000b,

p.
275)

(P
ut-call

pari-
teten

)
G
ivet

to
europæ

iske
optioner,

en
call

og
en
put,

begge
m
ed
aftalekurs

K
og
tid
til
udløb

T
,
vil
følgende

relation
gæ
lde

i
et
m
arked

uden
arbitrage-

m
uligheder:

p
=
K
e −
r
d
T
+
c−

s
0 e −

r
f
T

E
t
andet

centralt
resultat

siger,
at
alle

selvfinansierende
porteføljer

nød-
vendigvis

m
å
give

den
risikofri

rente:21

P
rop

osition
4
(B
jörk

1998,
p.
80)

H
vis
der

findes
en
selvfinansierende

po-
rtefølje

h,
således

at
væ
rdiprocessen

følger

d
V
ht
=
k
t V

ht d
t

(2.6)

så
vil
denne

under
antagelse

af
at
m
arkedet

er
arbitragefrit

væ
re
lig

d
V
ht
=
rV

ht d
t

E
n
selvfinansierende

strategiskalaltså
give

sam
m
e
afkast

som
den

risikofri
rente,

ellers
vil
der

findes
arbitragem

uligheder.

2.5
D
iff
erentiallign

in
gen

ved
et
arb

itragefrit
m
arked

P
å
vej

m
od
et
funktionsudtryk

for
prisen

på
en
sim
pel

valutafordring
præ

-
senteres

nu
det

generelle
resultat

for
et
m
arked

m
ed
to
aktiver,

nem
lig
det

underliggende
stokastiske

aktiv
X
t
og
den

risikofrie
obligation

B
t :

d
B
t
=

rB
t d
t

(2.7)

d
X
t
=

X
t µ
d
t
+
X
t σ
W
t

V
i
skal

finde
en
prisningsfunktion

F
(t,x

)
=

Π
(t,X

),
der

udelukker
arbi-

trage
på
m
arkedet

bestående
af
X
,B

og
Π
.Frem

gangsm
åden

er
at
danne

en
selvfinansierende

porteføljestrategi,
der

så
giver

den
risikofri

rente
r.

D
et
kan

vises,
at
ved

at
lade

en
selvfinansierende

portefølje
h
bestå

af
en

lang
position

af
δFδ
x
idet

underliggende
aktiv

og
en
kort

position
affordringen

selv
fås
en
væ
rdiproces

V
h,der

ikke
indeholder

et
stokastisk

led
og
altså

er
på

form
en
(2.6).V

ed
at
benytte

resultatet
fra
proposition

4
om
,at

d
V
ht
=
rV

ht d
t

kan
der

nås
frem

til
følgende

differentialligning:

T
h
eorem

5
(B
jörk

1998,
p.
84)

(B
lack-S

choles-M
erton

diff
eren

tial-
lign

in
gen

)
G
ivet

et
B
lack-Scholes

m
arked

(2.7)
og
en
sim
pel

fordringX
=

P
(X

T
),
vil
den

eneste
prisfunktion

F
(t,x

),
der

opfylder
kravet

om
et
arbi-

tragefrit
m
arked,

væ
re
givet

ved
løsningen

på
følgende

diff
erentialligning

m
ed

tilhørende
græ

nsebetingelse

δFδt
+
x
r
δFδx

+
12
x
2σ
2 δ
2F

δx
2 −

rF
=
0

(2.8)

F
(T
,x
)
=
P
(x
)
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U
dtrykket

δ
Fδ
x ,
der

bruges
i
dannelsen

af
den

selvfinansierende
portefølje,

kaldes
også

∆
(d
elta),og

er
det

m
est
centrale

nøgletalfor
en
option.D

et
kan

nem
lig
bruges

til
afdæ

kning
af
risiko

via
såkaldt

delta
hedging,

der
er
m
eget

tæ
t
relateret

til
argum

entet,
der

bruges
til
udledning

af
B
SM

differentiallig-
ningen.
H
vis

en
investor

har
solgt

en
købsoption,

kan
han

ved
at
købe

∆
af
det

underliggende
aktiv

og
evt.låne

m
anglende

eller
placere

overskydende
penge

i
banken

til
renten

r,
afdæ

kke
sin

position
i
et
kort

tidsinterval.
H
vis

han
herefter

kontinuert
udregner

et
nyt

∆
og
justerer

sin
beholdning

af
aktivet

herefter,replikerer
han

nøjagtigt
optionen.H

vis
der

ved
udløb

gæ
lder

S
T
>
K

(optionen
er
in-the-m

oney),vilhan
netop

have
ét
af
det

underliggende
aktiv

klar
til
levering,

og
en
gæ
ld
på
K
,
der

bliver
udlignet

ved
m
odtagelsen

af
aftalekursen

fra
optionskøberen.H

vis
der

om
vendt

gæ
lder

S
T
<
K
(optionen

er
out-of-the-m

oney),
vil
han

ikke
eje

noget
af
aktivet,

og
heller

ikke
have

hverken
gæ
ld
eller

penge
i
banken.

H
vis
S
T
=
K
(optionen

er
at-the-m

oney)
vilhan

eje
en
halv

af
det

underliggende
aktiv,og

have
en
gæ
ld
på

12 K
,så

de
to
beløb

nøjagtigt
udligner

hinanden.
D
enne

perfekte
afdæ

kning
forudsæ

tter,
at
investoren

kan
handle

konti-
nuert

og
uden

transaktionsom
kostninger.

D
ette

er
naturligvis

ikke
m
uligt,

m
en
hvis

delta-hedgingen
gennem

føres
m
ed
diskrete

tidsintervaller
opnås

en
afdæ

kning,
der

tilnæ
rm
elsesvis

er
perfekt.

L
æ
g
m
æ
rke

til,
at
variablen

µ
er
faldet

ud.
D
ette

er
ganske

overraskende
og
betyder

ipraksis,at
en
afledt

fordrings
pris

ikke
afhæ

nger
afdet

forventede
afkast

for
det

underliggende
aktiv

—
kun

volatiliteten
har

betydning.
D
ette

hæ
nger

sam
m
en
m
ed,

at
det

er
m
uligt

at
lave

en
perfekt

hedging,
og
at

fordringen
prisfastsæ

ttes
relativt

til
det

underliggende
aktiv.

2.6
R
isikon

eu
tral

p
risfastsæ

ttelse
M
ed
udgangspunkt

i
ligningen

(2.8)
skal

der
nu
findes

et
prisudtryk

for
op-

tionen.D
ette

opnås
ved

at
introducere

det
risikoneutrale

sandsynlighedsm
ål.

I
denne

udledning
er
begrebet

en
m
artingalproces

centralt.

D
efi
n
ition

12
(B
jörk

1998,
p.
33)

(B
axter

&
R
ennie

1996,
p.
74)

E
n
sto-

kastisk
proces

M
t
kaldes

en
m
artingal

under
sandsynlighedsm

ålet
P
,
såfrem

t
der

gæ
lder

E
P (M

t |F
s )
=
M
s ,∀

s≤
t

E
P (|M

t |)
<
∞
,∀
t

23

H
er
betyder

første
linie,at

forventningen
tilen

frem
tidig

væ
rdiaf

proces-
sen

er
lig
den

nuvæ
rende

væ
rdi.

A
nden

linie
er
en
m
ere

teknisk
betingelse,

der
siger,

at
processen

har
begræ

nset
varians.

P
rop

osition
6
(B
jörk

1998,
p.
60,

p.
86)

(F
eyn

m
an
-K
ǎc)

Såfrem
t
F
er

løsning
til
(2.8)

δFδt
+
x
r
δFδx

+
12
x
2σ
2 δ
2F

δx
2 −

rF
=
0

F
(T
,x
)
=
P
(x
)

kan
F
skrives

som

F
(t,x

)
=
e −

r(T−
t)E
(P
(Y
T
)|F

t )
(2.9)

hvor
Y
følger

d
Y
=
Y
rd
t
+
Y
σ
d
W

D
et
ses

nu,atX
=
P
(X

T
)
kan

prisfastsæ
ttes

vha.en
proces

Y
,der

er
på

sam
m
e
form

som
X
,
m
en
blot

har
udskiftet

driftleddet
µ
m
ed
den

risikofri
rente

r.
D
et
kunne

derfor
væ
re
fristende

sim
pelthen

at
påstå,

at
X
følger

dynam
ikken

givet
ved

Y
,
og
glem

m
e
den

oprindelige
X
-dynam

ik.
D
et
kan

faktisk
også

gøres
m
ed
fornuft,

hvis
blot

processerne
holdes

begrebsm
æ
ssigt

og
m
atem

atikteknisk
adskilt.

D
en
oprindelige

eller
ob
jektive

proces
X
er

defineret
under

det
ob
jektive

sandsynlighedsm
ålP

.
D
et
nye

m
ål,
der

svarer
til
Y
,
kaldes

det
risikoneutrale

sandsynlighedsm
ålQ

.Således
siges

det,at
X

har
Q
-dynam

ikken
d
X
=
X
rd
t
+
X
σ
d fW

T
ilden

(e
)
over

W
angiver,

at
W
iener-processen

er
en
Q
-W
iener-proces.

D
enne

konvention
vil
blive

brugt
i
resten

afhandlingen.
D
et
interessante

er
nu,

at
sandsynlighedsm

ålet
Q
netop

gør
at
den

til-
bagediskonterede

proces
X
t

B
t
viser

sig
at
væ
re
en
Q
-m
artingal.

D
ette

er
også

forklaringen
på,

at
Q
udover

at
blive

kaldt
det

risikoneutrale
sandsynlig-

hedsm
ål
også

kaldes
det

æ
kvivalente

m
artingalm

ål.
A
t
m
ålet

er
æ
kvivalent

dæ
kker

over,
at
Q
har

positiv
sandsynlighed

på
sam

m
e
m
æ
ngde

som
P
.

P
rop

osition
7
(B
jörk

1998,
p.
87)

(R
isikon

eutral
væ
rdifastsæ

ttelse)
I

B
lack-Scholes

m
odellen,

har
prisprocessen

Π
t
for

et
vilkårligt

handlet
aktiv,

den
egenskab,

at
den

tilbagediskonterede
prisproces

Z
t
=

Π
t

B
t

er
en
m
artingal

under
Q
.
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A
t
det

kan
lade

sig
gøre

at
prisfastsæ

tte
derivaterne

ved
at
bruge

det
risikoneutrale

sandsynlighedsm
ålskyldes,at

det
under

B
lack-Scholes

m
odel-

len
er
m
uligt

at
danne

en
selvfinansierende

strategi,
der

replikerer
derivatet.

D
enne

portefølje
m
å
netop

have
den

risikofrirente
som

afkast,og
det

gør,at
der

kan
“lades

som
om
”,
at
agenterne

er
risikoneutrale.

D
et
er
im
idlertid

på
ingen

m
åde

nødvendigt,
at
agenterne

på
m
arkedet

rent
faktisk

er
risikoneut-

rale.D
et
er
kun

rent
regneteknisk,at

der
prisfastsæ

ttes
“som

om
”
agenterne

er
det.
M
ed
udgangspunkt

iden
om
skrevne

m
odelfor

valutam
arkedet

fra
lem

m
a

2,
følger

det
af
sæ
tning

5
og
proposition

6,
at
Q
-dynam

ikken
for eB

f
er
givet

ved
d eB

f
=
r
deB

fd
t
+ eB

fσ
d fW

(2.10)

eB
f
er
im
idlertid

et
konstrueret

aktiv,
der

ikke
handles

på
m
arkedet,

så
det

er
derfor

nødvendigt
m
ed
et
udtryk

for
processen

S
t .
T
il
dette

form
ål
er

der
brug

for
en
fler-dim

ensionel
version

af
Itôs

lem
m
a.

T
h
eorem

8
(B
jörk

1998,
p.
45)

(Itôs
form

el)
G
ivet

en
n
-dim

ensionelpro-
ces

X
vil
processen

givet
ved

funktionen
f
(t,X

t )
have

det
stokastiske

diff
e-

rentiale

df
(t,X

t )
=

δfδt
d
t
+

n
Xi=
1

δf

δx
i d
X
i
+
12

n
Xi=
1

n
Xj=
1

δ
2f

δx
i δx

j d
X
i d
X
j

hvor
følgende

form
elle

m
ultiplikationsregler

er
gæ
ldende

(d
t)
2
=
0

d
t·
d
W
=
0

(d
W
i )
2
=
d
t

d
W
i ·
d
W
j
=
0,i6=

j

Fra
(2.4)

har
vipr.definition

S
t
=

eB
ft

B
ft .H

vis
vinu

sæ
tter

f
(t,X

1 ,X
2 )
=
S
t ,

X
1
= eB

ft
og
X
2
=
B

ft ,
kan

vi
bruge

ovenstående
form

el.
Idet

δ
S
t

δt
=
0,

δS
t

δ eB
f
=

1B
f
,
δ
S
t

δB
f
=
− eB

f

B
f
2 ,

δ
S
t

δ eB
f
=
0,
og
at
de
resterende

3
led

reduceres
til
enten

d
t·
d
W
=
0
eller

(d
t)
2
=
0,
fordi

d
B
f
ikke

indeholder
et

d
W
led,

får
vi

d
S
t
=

1B
f
d eB

f− eB
f

B
f
2 d
B
f

Sæ
tter

vi
nu
(2.10)

og
d
B
f
=
r
fB

fd
t
ind

i
denne

form
el,
fås

d
S
t
=

1B
f
(r
deB

fd
t
+ eB

fσ
d fW

)− eB
f

B
f
2 (r

fB
fd
t)

(2.11)

25

=
eB
f

B
f
(r
dd
t
+

σ
d fW

)− eB
f

B
f
r
fd
t

=
S
t (r

dd
t
+

σ
d fW

)−
S
t r
fd
t

=
(r
d−

r
f)S

t d
t
+
S
t σ
d fW

O
g
vi
er
herved

nået
frem

til
dynam

ikken
for

valutakursen
S
t
under

det
risikoneutrale

sandsynlighedsm
ålQ

,og
kan

således
bruge

proposition
6
tilat

konkludere,
at
prisen

på
en
valutafordring

kan
findes

m
ed
form

len

F
(t,s)

=
e −
r
d
(T−

t)E
Q
(P
(S
T
)|F

t )

hvor
S
t
har

Q
-dynam

ikken

S
t
=
(r
d−

r
f)S

t d
t
+
S
t σ
d fW

D
ette

kan
også

udtrykkes
på
integraleform

som

F
(t,s)

=
e −
r
d
(T−

t) Z
∞−∞
P
(S
T
)Q
(S
T
)d
S
T

(2.12)

hvor
Q
(S
T
)
er
punktsandsynligheden

for,
at
kursen

ved
udløb

er
S
T .

V
ed
hjæ

lp
afdenne

form
elkan

F
(t,s)

for
en
vilkårligP

iprincippet
findes

ved
hjæ

lp
af
num

erisk
integration,som

den,der
introduceres

ikapitel4.V
ed

at
se
på
standard

købs-
og
salgsoptioner

og
udnytte,

at
udløbskursen

S
T
er

log-norm
alfordelt,kan

m
an
im
idlertid

nå
frem

tilen
lukket

form
elfor

prisen.

2.7
A
n
alytisk

form
el

P
rop

osition
9
(B
jörk

1998,
p.
90,

p.
170)

(B
lack-S

choles
form

len
)
P
ri-

sen
for

en
europæ

isk
købsoption

under
B
lack-Scholes

valutam
arked-m

odellen
er
givet

ved
c(t,s)

=
se −

r
f
(T−

t)Φ
(d
1 )−

e −
r
d
(T−

t)K
Φ
(d
2 )

(2.13)

hvor

d
1 (t,s)

=
1

σ √
T
−
t µ
ln ³

sK ´
+ µ

r
d−

r
f
+
12
σ
2 ¶
(T
−
t) ¶

d
2 (t,s)

=
d
1 (t,s)−

σ √
T
−
t

V
ed
brug

af
put-call

pariteten
p(t,s)

=
K
e −

r
d
(T−

t)
+
c(t,s)−

s
t e −

r
f
(T−

t),
kan

(2.13)
let
om
skrives,

så
prisen

for
en
salgsoption

har
form

len

p(t,s)
=
se −

r
f
(T−

t)(Φ
(d
1 )−

1)−
e −
r
d
(T−

t)K
(Φ
(d
2 )−

1)
(2.14)
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E
n
alternativ

form
ulering

af
form

len
kan

fås
ved

at
tage

udgangspunkt
i

(2.9)
(B
ates

1996,
p.
75).

E
n
købsoption

vil
således

have
prisen

c(t,s)
=

e −
r
d
(T−

t)E
Q
(m
ax
(S
T −

K
,0)|F

t )

=
e −
r
d
(T−

t) µZ
∞K

S
T Q
(S
T |F

t )d
S
T −

K Z
∞K

Q
(S
T |F

t )d
S
T ¶

Q
(S
T |F

t )
er
tæ
thedsfunktionen

for
væ
rdien

af
S
på
tidspunkt

T
under

sandsynlighedsm
ålet

Q
givet

inform
ationen

F
t
(dvs.

i
praksis

kursen
s).
V
i

laver
en
lille

om
skrivning

(og
udeladerF

t ’erne):

c(t,s)
=
e −
r
d
(T−

t) µ
E
Q
(S
T
) Z

∞K

1

E
Q
(S
T
) S

T Q
(S
T
)d
S
T −

K Z
∞K

Q
(S
T
)d
S
T ¶

V
i
definerer

nu
et
par

variable:
F
=
E
Q
(S
T
)
=
S
t e
(r
d−
r
f
),
der

er
forw

ard
prisen

på
valutaen.

P
2
= R

∞X
Q
(S
T
)d
S
T
=
Q
(X

>
S
T
),
der

er
sandsynlig-

heden
for,

at
optionen

ender
in-the-m

oney
og
derm

ed
indfries.

D
ette

svarer
til
den

forventede
væ
rdi

ved
udløb

af
en
binæ

r
option,

der
udbetaler

1,
hvis

X
>
S
T ,
og
0
ellers.

P
1
= R

∞K
1

E
Q
(S
T
) S
T Q
(S
T
)d
S
T ,
der

kan
opfattes

som
en

sandsynlighed,
idet

integranden
er
ikke-negativ

og
integralet

over
[0;∞

[
er

lig
1.
Sam

tidigt
har

P
1
den

fortolkning,
at
den

er
lig
den

forventede
væ
rdi

ved
udløb

af
en
binæ

r
option,

der
betaler

S
T ,
hvis

S
T
>
K
og
0
ellers.

M
ed

disse
definitioner

kom
m
er
vi
frem

til:

c(t,s)
=
e −
r
d
(T−

t)(F
P
1 −

K
P
2 )

Fra
(2.13)

kan
det

let
udledes,at

ien
B
lack-Scholes

verden
er
P
1
=

Φ
(d
1 )

og
P
2
=

Φ
(d
2 ).
Som

vi
skal

se
senere,

vil
disse

væ
rdier

væ
re
anderledes

i
andre

m
odeller.

O
gså

her
kan

put-call-pariteten
bruges,

og
vi
får

p(t,s)
=
e −
r
d
(T−

t)(F
(P
1 −

1)−
K
(P

2 −
1))

I
bilaget

afsnit
C
.2
er
det

vist,
hvordan

m
an
kan

bruge
det

m
edfølgende

program
til
at
udregne

prisen
vha.

denne
form

el.

2.8
S
am
m
en
h
æ
n
g
m
ed
d
ivid

en
d
eb
æ
ren

d
e
ak-

tie
V
ed
om
skrivningen

af
valutam

arkedet
i
(2.11)

blev
det

fundet,
at
valutakur-

sen
S
t
under

det
risikoneutrale

sandsynlighedsm
ål
følger

dynam
ikken

d
S
t
=

27

(r
d−

r
f)S

t d
t
+

σ
S
t d fW

.
D
ette

virker
intuitivt

rigtigt,
idet

pengene
alterna-

tivt
kan

investeres
i
det

riskofrie
indenlandske

aktiv
og
give

renten
r
d.
V
ed

investering
i
valuta

vil
der

blive
forlangt

det
sam

m
e
afkast.

D
en
købte

va-
luta

behøver
im
idlertid

ikke
blot

ligge
i
en
skuffe,

m
en
kan

investeres
til
den

udenlandske
rente

r
f.
Således

m
å
kursen

udtrykt
i
indenlandsk

valuta
stige

m
ed
renten

r
d−

r
f.

M
ed
udgangspunkt

i
overnæ

vnte
dynam

ik
og
ved

brug
af
proposition

6
fås
B
lack-Scholes-M

erton
differentialligningen

for
valutam

arkedet:

δFδt
+
s(r

d−
r
f) δFδs

+
12
s
2σ
2 δ
2F

δs
2
−
r
dF

=
0

(2.15)

F
(T
,s)

=
P
(s)

H
vis
der

istedet
betragtes

en
aktie,der

udbetaler
en
kontinuert

dividende
som

en
konstant

andel
q
af
aktien,

kan
dynam

ikken
for

aktiens
kurs

S
t
og

dividenden
D
t
skrives

som

d
S
t
=

µ
S
t d
t
+

σ
S
t d
W
t

d
D
t
=

qS
t d
t

D
en
indtæ

gt,der
m
odtages

ved
at
investere

iaktien,kan
skrives

som
gain

processen
G
t 3

d
G
t
=

d
S
t
+
d
D
t

=
(µ
+
q)S

t d
t
+

σ
S
t d
W
t

D
er
antages

desuden
som

tidligere
eksistensen

af
en
risikofri

obligation
B
t

d
B
t
=
rB

t d
t

V
ed
at
bruge

argum
enter

om
at
m
arkedet

er
arbitragefrit

i
lighed

m
ed

dem
,
der

er
nødvendige

for
udledningen

af
proposition

5,
fås

følgende
diffe-

rentialligning
for
prisfastsæ

ttelse
af
en
aktie

S
t 4:

δFδt
+
s(r−

q) δFδs
+
12
s
2σ
2 δ
2F

δs
2
−
rF

=
0

(2.16)

F
(T
,s)

=
P
(s)

D
et
ses,

at
ligningen

(2.16)
for

en
dividendebæ

rende
aktie

er
på

helt
sam

m
e
form

,som
ligningen

(2.15)
for
valuta,hvor

r
f
blot

er
udskiftet

m
ed
q

3B
jörk

(1998,
p.
161)

4B
jörk

(1998,
p.
162)
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og
r
d
udskiftet

m
ed
r.
P
risningsresultaterne

fra
afsnit

2.7
vil
således

kunne
benyttes

ved
en
sim
pel

udskiftning
af
variabelnavnene.

L
igeledes

vil
teorien

og
program

m
et,
der

bliver
beskrevet

i
det

følgende,
kunne

benyttes
såvel

på
valutaoptioner

som
på
aktieoptioner.29

3
U
d
vid

elser
til
B
lack-S

ch
oles

I
dette

kapitelbehandles
forskellige

udvidelser
tilB

lack-Scholes
m
odellen,der

giver
m
ulighed

for
at
beskrive

de
observerede

m
arkedspriser

bedre.
D
esuden

refereres
resultaterne

fra
en
ræ
kke

em
piriske

undersøgelser,
der

understøtter
valget

af
B
ates’

SV
JD

som
en
egnet

m
odel.

F
ørst

introduceres
volatilitets-

sm
ilet,

der
påviser,

at
B
lack-Scholes-form

len
ikke

prisfastsæ
tter

optioner
i

overensstem
m
else

m
ed
m
arkedet.

H
erefter

præ
senteres

forskellige
m
ulighe-

der
for
at
udvide

B
S-m

odellen
m
ed
stokastisk

volatilitet
sam

t
en
m
ulig

m
åde

at
tilføje

spring
til
den

stokastiske
proces.

D
isse

to
udvidelser

kom
bineres

til
SV
JD
-m
odellen.

T
il
sidst

behandles
nogle

praktiske
overvejelser,

der
kan

væ
re
en
grund

til,
at
SV
JD
-m
odellen

kun
har

fået
begræ

nset
udbredelse

i
praksis.

3.1
V
olatilitetssm

ilet
B
lack-Scholes

form
len

er
stadig

udgangspunktet
i
prisfastsæ

ttelsen
af
op-

tioner,
m
en
adskillige

studier
viser,

at
m
arkedets

priser
afviger

system
atisk

fra
B
lack-Scholes

priserne.Sam
tidigt

er
den

geom
etriske

brow
nske

bevæ
gelse

ikke
i
stand

til
at
forklare

tidsræ
kkerne

for
prisen

på
det

underliggende
ak-

tiv.
M
odellen

er
således

ikke
tilfredsstillende,

og
m
an
m
å
søge

efter
en,

der
er
bedre.
E
t
standardvæ

rktøj
til
at
påvise

inkonsistenserne
m
ellem

m
arkedspriser

og
B
S-priser

er
det

såkaldte
volatilitetssm

il.
T
il
dette

form
ål
bruges

den
im
-

plicitte
volatilitet,

der
er
den

volatilitet,
der

indsat
i
B
S-form

len
giver

m
ar-

kedsprisen.

D
efi
n
ition

13
D
en
im
plicitte

volatilitet
for

et
givet

instrum
ent

og
en
gi-

ven
m
arkedspris

F
m
er
den

volatilitet
σ
im
p
for

hvilket
det

gæ
lder

at

F
(S
,t;σ

im
p ,r

d,r
f;K

,T
)−

V
m
=
0

30



I
praksis

findes
væ
rdien

ved
at
holde

alle
andre

param
etre

end
σ
im
p
kon-

stante
og
bruge

en
num

erisk
rodfindingsalgoritm

e.Idet
prisen

er
en
voksende

funktion
af
volatiliteten

vil
løsningen

væ
re
entydig,

hvis
den

findes.
I
afsnit

C
.3
er
det

dem
onstreret,

hvordan
σ
im
p
kan

udregnes
m
ed
det

m
edfølgende

program
.

D
et
er
ligegyldigt

om
der

bruges
priser

for
put-optioner

eller
call-optioner,

da
put-call-pariteteten

gæ
lder

både
for

B
S-priser

og
m
arkedspriser.

Således
vil
afvigelsen

fra
m
arkedsprisen

væ
re
den

sam
m
e
for
put

og
call

(p
bs −

p
m
=

c
bs −

c
m
),
og
den

σ
im
p ,
der

får
afvigelsen

til
at
væ
re
0
for

den
ene

type,
vil

også
give

0
for
den

anden
(H
ull
2000b,

p.
436).

H
vis
den

im
plicitte

volatilitet
σ
im
p
findes

for
handlede

valutaoptioner
for

forskellige
aftalekurser

K
og
disse

plottes
op
m
od
hinanden,fås

ide
fleste

til-
fæ
lde
en
U
-form

et
graf(se

figur
4.12,p.60),der

kaldes
volatilitetssm

ilet.H
vis

m
arkedspriserne

stem
te
overens

m
ed
B
lack-Scholes

m
odellen

ville
“sm

ilet”
væ
re
en
vandret

linie,
m
en
da
dette

reelt
aldrig

observeres,
kan

m
an
konklu-

dere,
at
m
arkedet

ikke
er
enigt

i,
at
B
lack-Scholes

m
odellen

beskriver
vir-

keligheden
korrekt.

V
olatilitetssm

ilet
for

forskellige
aktivtyper

(aktieindeks,
råvarer,

valuta
osv.)

vil
have

forskellig
form

og
vil

f.eks.
for

aktier
typisk

m
ere

have
lighed

m
ed
et
skæ

vt
sm
il
(sm

irk)
(H
ull
2000b,

p.
437

ff.).I
denne

afhandling
vilbegrebet

volatilitetssm
ilim

idlertid
henvise

tilden
funktionelle

sam
m
enhæ

ng
m
ellem

aftalekurs
og
im
plicit

volatilitet
uanset

dens
form

.
E
ksistensen

af
volatilitetssm

ilet
påviser,at

B
S-m

odellen
ikke

er
fuldkom

-
m
en.Sam

tidig
kan

sm
ilet

im
idlertid

bruges
tilat

justere
de
priser

m
an
finder

m
ed
B
S-form

len
(W
ilm
ott
1998).T

eknikken
er,at

m
an
finder

en
ræ
kke

optio-
ner

m
ed
sam

m
e
karakteristika,

m
en
m
ed
forskellig

aftalekurs
og
ud
fra
disse

konstruerer
volatilitetssm

ilet.H
erefter

bruges
der

en
interpolationsteknik,så

sm
ilet

ikke
består

af
punkter,

m
en
af
en
sam

m
enhæ

ngende
kurve.

N
u
kan

en
option

af
lignende

type
prisfastsæ

ttes
ved

hjæ
lp
af
B
S-form

len
m
ed
den

volatilitet,
der

kan
aflæ

ses
på
volatilitetssm

ilet.
For

m
ange

optionstyper
vilvolatilitetssm

ilet
væ
re
forskelligt

for
forskellige

restløbetider,
og
m
an
kan

derfor
udvide

sm
ilet

σ
im
p (K

)
til
også

at
afhæ

nge
af
T
og
derved

få
en
volatilitetsoverflade

σ
im
p (K

,T
)
(W
ilm
ott

1998,p.291).

3.2
U
n
d
erliggen

d
e
stokastiske

p
roces

D
a
observationen

af
volatilitetssm

ilet
afslører,

at
B
lack-Scholes

m
odellen

er
utilstræ

kkelig
til
at
beskrive

prisdannelsen,
er
det

naturligt
at
prøve

at
æ
n-

dre
eller

udvide
den

tilen
ny
m
odel,der

kan
forklare

volatilitetssm
ilet.Inden

for
det

frem
herskende

paradigm
e
til
prisfastsæ

ttelse
af
derivater

tages
der

udgangspunkt
i
at
kursen

på
det

underliggende
aktiv

følger
en
stokastisk

31

differentialligning
(SD

E
).
I
dette

paradigm
e
bliver

opgaven
så
at
finde

en
SD
E
,
der

giver
sandsynlighedsfordelinger,

der
stem

m
er
overens

m
ed
de
ob-

serverede
optionspriser,og

hvor
den

genererede
proces

stem
m
er
overens

m
ed

de
observerede

tidsræ
kker

for
det

underliggende
aktiv

(B
ates

1996,
p.
69).

F
lere

em
piriske

undersøgelser
viser,

at
fordelingerne

for
kursen

på
det

un-
derliggende

aktiv
har

tykke
haler

og
er
skæ

ve.O
pgaven

er
således

at
finde

en
process,

der
er
plausibel

og
kan

fange
disse

karakteristika.

3.3
S
tokastisk

volatilitet
E
n
ræ
kke

forsøg
på
at
forbedre

B
lack-Scholes-m

odellen
har

taget
udgangs-

punkt
i,at

selv
en
sim
pelanalyse

vilvise,at
volatiliteten

σ
for
kursen

ikke
er

konstant,som
det

antages
i
B
lack-Scholes

form
len.D

et
er
uden

de
store

m
o-

difikationer
m
uligt

at
gøre

volatiliteten
tidsafhæ

ngig
(W
ilm
ott

1998,p.121),
m
en
det

kan
væ
re
svæ

rt
at
vide,

hvilken
determ

inistisk
funktion

denne
skal

følge.
D
erfor

er
det

m
ere

realistisk
at
antage,

at
volatiliteten

i
lighed

m
ed

kursen
S
t
følger

en
stokastisk

proces.
V
ariansen

V
t
lades

derfor
følge

en
sto-

kastisk
proces

og
udsvingene

for
S
t
lades

væ
re
bestem

t
af
den

nu
stokastiske

volatilitet √
V
t
(svarende

til
σ
):

d
S
t
=
µ
d
t
+ p

V
t d
W
t

D
er
er
flere

m
uligheder

for,
hvilken

process
variansen

V
t .
I
det

følgende
vil

3
af
de
m
est

prom
inente

m
odeller

blive
beskrevet,

m
en
der

findes
na-

turligvis
andre

(f.eks.
V

32
t
-m
odellen

eller
m
odellen

fra
Stein

&
Stein

(1991)).
A
lle
3
m
odeller

vil
m
ed
de
rigtige

param
etervalg

resultere
i
leptokurtiske

sandsynlighedsfordelinger
og
et
valg

af
en
korrelation

ρ
forskellig

fra
nul

vil
resultere

i
en
skæ

v
fordeling.

3.3.1
H
eston

s
kvad

ratrod
sm
od
el

E
n
m
odel,

der
blev

introduceret
af
H
eston

(1993)
og
er
den,

der
vil
blive

bygget
videre

på
i
denne

afhandling,
er
den

såkaldte
kvadratrodsm

odel 1

d
V
t
=
(α−

β
V
t )d
t
+

σ
v p
V
t d
W
v
,t

D
enne

proces
er
m
ean-reverting,

hvilket
betyder,

at
V
t
vil
blive

trukket
tilbage

m
od
et
naturligt

leje
kaldet

ligevæ
gts-niveauet

(steady
state

level),

1H
er
er
brugt

sam
m
e
sym

boler
som

iB
ates

(1996).D
et
kan

bem
æ
rkes,at

den
stokastiske

proces
er
på
sam

m
e
form

som
den,

der
bruges

i
C
IR
rentem

odellen.
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der
er
givet

ved
αβ .
V
olatiliteten

√
V
t
vil
altså

variere
om
kring

væ
rdien q

αβ ,

der
således

er
sam

m
enlignelig

m
ed

σ
i
B
lack-Scholes

m
odellen.

β
>
0
kaldes

m
ean

reversion
rate

og
angiver

hastigheden
for

tilbagevenden
til
ligevæ

gts-
niveauet.

U
dtrykket

ln
2

β
kaldes

halveringstiden
for

volatilitetschok
(half-life

of
volatility

shocks)
og
betegner

den
tid,

det
i
gennem

snit
tager

før
en
af-

vigelse
fra

ligevæ
gts-niveauet

er
bragt

halvvejs
tilbage

til
ligevæ

gten.
H
vis

tidsenheden
er
et
år,
vil

β
=
1.3

således
betyde,

at
der

går
ca.

6.4
m
åneder

før
V
er
nået

halvvejs
tilbage

m
od

αβ .
O
m
skrives

V
-processen

til
d
V
t
=

β
(
αβ −

V
t )d
t
+

σ
v √
V
t d
W
v
,t
bliver

det

tydeligere,
hvorfor q

αβ
betegner

ligevæ
gten

for √
V
t ,
og
hvorfor

β
betegner

træ
kkraften.

H
vis

vi
et
øjeblik

ser
bort

fra
det

stokastiske
led,

så
vil
V
t
>

αβ

m
edføre,

at
d
V
bliver

negativ
og
træ
kker

V
t
ned

m
od

αβ
m
ed
en
hastighed

afhæ
ngig

af
størrelsen

af
β
.
H
vis

om
vendt

V
t
<

αβ ,
vil
d
V
blive

positiv
og

træ
kke

V
t
opad.

σ
v
betegner

volatilitetens
volatilitet,

der
angiver,

hvor
m
eget

stødene
fra

W
iener-processen

W
indvirker

på
V
.D
esuden

skalden
nuvæ

rende
volatilitet

√
V
0
bruges

som
input

i
m
odellen.

E
ndelig

gives
der

im
odellen

m
ulighed

for,at
volatiliteten

sam
varierer

m
ed

det
underliggende

aktivs
kurs

m
ed
korrelationskoeffi

cienten
corr(W

,W
v )
=

ρ.
For

aktiekurser
vil

ρ
typisk

væ
re
negativ.D

ette
virker

intuitivt
rigtigt,da

det
betyder,

at
kursen

bliver
m
ere

volatil,
når

den
er
på
vej

ned,
eller

om
vendt

at
en
m
ere

volatil
(usikker)

kurs
vil
få
den

til
at
falde.

E
n
stor

fordelved
kvadratrodsm

odellen
er,at

H
eston

(1993)
har

udviklet
en
m
etode,

der
fører

frem
til
lukkede

form
eludtryk

for
både

optionspriser
og
tæ
thedsfunktionen

for
fordelingen

af
det

underliggende
aktivs

kurs.
D
en

eneste
num

eriske
beregning,

der
skal

foretages
er
en
integration

af
en
funk-

tion,der
udelukkende

består
af
elem

entæ
re
funktioner.D

ette
ser
vipå

iflere
detaljer

i
kapitel

4.

3.3.2
G
A
R
C
H
d
iff
u
sion

/
H
u
ll-W

h
ite

E
n
anden

m
ulig

m
odel

er
at
tage

udgangspunkt
i
den

store
erfaring,

der
er

opsam
let
om
kring

tidsræ
kkeanalyse

af
volatilitet

m
ed
den

såkaldte
G
A
R
C
H

m
etode

(H
ull2000b,p.368).D

enne
bruges

tilstudier
af
diskrete

tidsræ
kker,

m
en
kan

vises
at
have

den
kontinuerte

græ
nse

kaldet
G
A
R
C
H
diffusionen

(L
ew
is
2000,

p.
3),
(W
ilm
ott

1998,
p.
303)

d
V
t
=
(ω−

θV
t )d
t
+

ξV
t d
W
v
,t

Som
det

ses
er
den

eneste
forskel

på
G
A
R
C
H
diffusion

m
odellen

og
kva-

dratrodsm
odellen,

at
koeffi

cienten
foran

det
brow

nske
tilvæ

kstled
d
W
v
,t
in-
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deholder
V
t
i
stedet

for √
V
t .
D
ette

bevirker,
at
estim

ation
af
param

etrene
ξ
og

σ
v
på
baggrund

af
den

sam
m
e
tidsræ

kke
vil
væ
re
m
eget

forskellige
i

de
to
m
odeller.

D
e
øvrige

param
etre

har
på
trods

af
andre

sym
boler

sam
m
e

fortolkning
som

i
kvadratrodsm

odellen.
D
en
sam

m
e
proces

studeres
iH
ull&

W
hite

(1987,p.289),hvor
der

gives
en
specielt

tilpasset
M
onte

C
arlo

m
etode

til
at
finde

optionsprisen
i
dette

tilfæ
lde.

H
vis

ω
=
0
kan

prisen
tilnæ

rm
es
m
ed
en
sim
plere

T
aylor-udvikling.

D
er
gives

im
idlertid

ikke
m
ulighed

for
at
W
og
W
v
er
korrelerede.

D
esuden

er
der

først
for

nyligt
fundet

en
analytisk

løsning
(H
eston

&
N
andi

2000),
hvilket

har
væ
ret
en
ulem

pe
for
m
odellens

brug
i
praksis.

T
il
gengæ

ld
findes

der
et
stort

antal
af
fæ
rdige

program
pakker,

hvorm
ed
m
an
um
iddelbart

kan
estim

ere
param

etrene
i
G
A
R
C
H
m
odellen.

3.3.3
L
og-varian

s
m
od
ellen

E
n
tredje

m
odeler

log-varians
m
odellen,der

stem
m
er
godt

overens
m
ed
stan-

dard
m
odeller

for
stokastisk

volatilitet
i
diskret

tid
og
E
G
A
R
C
H
m
odellen

(A
ndersen,

B
enzoni

&
L
und

2002,
p.
1243,

1245).

d
ln
V
t
=
(α−

β
ln
V
t )d
t
+

η
d
W
v
,t

P
rocessen

er
m
ean-reverting

på
sam

m
e
m
åde

som
kvadratrodsm

odellen,
hvor

det
her

blot
er
ln
V
t ,
der

søger
tilbage

m
od
ligevæ

gts-niveauet.
U
m
id-

delbart
ser

det
ud
til,

at
størrelsen

af
det

stokastiske
led

ikke
afhæ

nger
af

V
t ,
m
en
ved

om
skrivning

m
ed
Itôs

lem
m
a
kan

det
vises,

at
V
t
indgår

i
det

stokastiske
led

for
processen

V
t
(L
ew
is
2000,

p.
5).
D
er
findes

endnu
ikke

en
lukket

form
el
for
optionsprisfastsæ

ttelse
under

log-varians
m
odellen.

3.4
S
p
rin
g

M
ed
stokastisk

volatilitet
kan

de
tykke

haler
i
de
observerede

fordelinger
for
kurser

forklares.
D
er
er
im
idlertid

en
ræ
kke

em
piriske

undersøgelser,
der

tyder
på,

at
m
odeller,

hvor
der

sam
tidigt

inkluderes
spring

i
den

stokastiske
proces,

bedre
kan

forklare
kursudviklingen.

Jorion
(1988)

bruger
en
m
axim

um
-likelihood

estim
ationsm

etode
til
at

sam
m
enligne

forskellige
processers

evne
tilat

forklare
sandsynlighedsfordelin-

gerne
for
en
ræ
kke

forskellige
valutakryds

(herunder
$/D

M
)
og
et
m
arkedsin-

deks
bestående

af
alle

N
Y
SE
og
A
M
E
X
aktier.H

an
sam

m
enligner

processer,
der

indeholder
et
A
R
C
H
elem

ent
og
et
P
oisson

springelem
ent

eller
begge.

(A
R
C
H
processen

har
egenskaber,

der
ligner

de
stokastisk

volatilitetsproces-
ser,

der
blev

introduceret
i
forrige

afsnit.)
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H
an
kom

m
er
frem

til
(p.

435),
at
der,

selv
efter

at
der

m
ed
A
R
C
H
pro-

cessen
er
taget

højde
for,

at
variansen

varierer
over

tid,
opnås

en
bedre

for-
klaringsgrad

ved
at
tage

springkom
ponenten

m
ed
i
m
odellen.

D
ette

viser
sig

i
højere

grad
i
valutam

arkederne
end

i
aktiem

arkeder,
hvilket

kan
skyldes,

at
der

i
regim

er
m
ed
m
ere

eller
m
indre

fast
valutakurs

opstår
spring,

når
centralbanken

de-
eller

revaluerer.
B
ates

(1996)
introducerer

en
udvidelse

tilH
estons

kvadratrodsm
odel,der

udover
stokastisk

volatilitet,
indeholder

en
spring-kom

ponent
(kaldet

SV
JD
-

m
odellen,

der
beskrives

i
afsnit

3.5).
H
erefter

undersøger
han,

hvilken
pris-

proces
for
valutakrydset

$/D
M
,
der

er
im
plicit

givet
ved

valutaoptionspriser
observeret

fra
1984

til
1991.

H
an
konkluderer,

at
m
odellen

inkl.
spring

fitter
bedre

end
underm

odellerne
(p.87).H

an
analyser

også,hvor
godt

tidsræ
kken

for
prisen

på
valutafutures

stem
m
er
overens

m
ed
m
odellen

givet
de
im
pli-

citte
param

etre.
H
er
når

han
dog

frem
til,

at
m
odellen

m
ed
spring

ikke
er

signifikant
bedre

end
m
odellen

uden
(p.99).

D
enne

sidste
observation

taler
i

princippet
m
od
brugen

af
SV
JD
-m
odellen.

A
ndersen

et
al.
(2002)

estim
erer

param
etre

for
en
lang

ræ
kke

m
odeller

m
ed
og
uden

stokastisk
volatilitet

og
spring

(herunder
B
lack-Scholes,

kva-
dratrodsm

odellen,log-varians
m
odellen

og
SV
JD
-m
odellen)

for
en
tidsræ

kke
for
det

am
erikanske

S&
P
500

aktieindeks.
I
sam

m
enligningen

af
m
odellerne,

når
de
frem

til,at
“både

stokastisk
volatilitet

og
diskrete

springkom
ponenter

er
kritiske

ingredienser
af
den

data-genererende
m
ekanism

e”
(p.

1241).
B
akshi,

C
ao
&
C
hen

(1997)
studerer

den
interne

konsistens
m
ellem

de
param

etre,der
er
im
plicitte

ioptionspriserne,og
den

underliggende
tidsserie

for
en
ræ
kke

m
odeller.

D
e
konkluderer,

at
det

for
intern

konsistens
og
til

prisfastsæ
ttelsesform

ål,
er
vigtigt

at
inkludere

både
stokastisk

volatilitet
og

spring
i
m
odellen.

D
er
er
således

en
ræ
kke

em
piriske

tegn
på,at

det
er
en
fordelat

inkludere
en
springkom

ponent
im
odellerne.

E
n
af
de
første

konkrete
forslag

tilen
m
o-

del
m
ed
en
spring

findes
i
M
erton

(1976).
H
er
udvider

han
den

geom
etriske

brow
nske

bevæ
gelse,

der
drives

af
en
W
iener-proces,

m
ed
en
springkom

po-
nent,der

drives
afen

P
oisson-proces.Intuitionen

er,at
kursen

norm
alt
følger

en
kontinuert

proces,m
en
at
der

så
m
ed
en
vis
frekvens

vilankom
m
e
ny
væ
-

sentlig
inform

ation
til
m
arkedet,

der
resulterer

i
et
spring

i
kursen,

der
gør

processen
diskontinuert.

Som
i
en
norm

al
P
oisson-proces

vil
frekvensen

af
spring

væ
re
angivet

m
ed
en
intensitet

λ.
E
n
intensitet

λ
på
f.eks.

4
vil
be-

tyde,
at
der

i
gennem

snit
er
et
spring

for
hver

0.25
tidsenhed,

altså
hver

3.
m
åned,

hvis
tidsenheden

er
et
år.

D
en
geom

etriske
brow

nske
bevæ

gelse
fra
(2.2)

udvides
således

på
følgende
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m
åde

2:

d
S
t /S

t
=
(µ−

λ
k
)d
t
+

σ
d
W
t
+
k
d
q

H
er
er
q
P
oisson-processen,

og
således

vil
d
q
=
1,
når

P
oisson-hæ

ndelsen
(springet)

indtræ
ffer,

og
d
q
=
0,
når

der
ikke

er
noget

spring.
k
er
stør-

relsen
på
springet,

givet
at
der

indtræ
ffer

et
spring.

D
enne

tillades
at
væ
re

stokastisk.
k
er
m
iddelvæ

rdien
for

k,
og
leddet−

λ
k
sørger

for,
at
den

gen-
nem

snitlige
drift

i
processen

stadig
vil
væ
re
lig
µ
på
trods

af
springleddet

k
d
q.M
erton

(p.135)
giver

et
eksem

pelpå
en
sim
pelspringproces

(kaldet
jum

p-
to-ruin

),
hvor

kursen
følger

en
geom

etrisk
brow

nsk
bevæ

gelse,
m
en
hvor

der
er
en
positiv

sandsynlighed
for,

at
kursen

pludselig
går

i
nul

(firm
aet

går
fallit).

H
er
er
k
konstant

=
−
1,
og
således

er
k
også

lig
−
1.
D
enne

m
odel

fører
frem

til
en
variant

af
B
lack-Scholes-form

len,
hvor

renten
blot

sæ
ttes

til
r
0
=
r
+
λ.D

enne
m
odeler

interessant
iforhold

tilprisfastsæ
ttelse

afw
arrants

og
aktier

på
enkeltfirm

aer,
m
en
er
m
indre

relevant
i
forhold

til
aktieindeks

og
valutakurser.
E
n
m
ere

realistisk
m
odeler

den,
hvor

den
faktor

1
+
k,der

ganges
på
S
t ,

når
et
spring

indtræ
ffer,

er
log-norm

al-fordelt.
M
erton

studerer
også

denne
såkaldte

jum
p
diff
usion

m
odel,

hvor

ln
(1
+
k
)∼

N
(ln
(1
+
k
)−

12
δ
2,δ

2)

og
således

E
(1
+
k
)
=
1
+
k.
H
an
når

herved
frem

til,
at
optionsprisen

kan
skrives

som
en
uendelig

sum
,
hvis

væ
rdi

kan
beregnes

m
ed
num

eriske
m
etoder.

3.5
S
tokastisk

volatilitet
og
sp
rin
g
(S
V
JD
)

I
B
ates

(1996)
kom

bineres
H
estons

stokastiske
volatilitetsm

odelm
ed
M
ertons

springm
odel.D

enne
kom

binerede
m
odelbliver

kaldt
SV
JD
-m
odellen

(stocha-
stic

volatility
and

jum
p
diff
usion

)
og
kursen

følger
følgende

proces

d
S
t /S

t
=
(µ−

λ
k̄
)d
t
+ p

V
t d
W
+
k
d
q

(3.1)

(H
ele
m
odellen

opsum
m
eres

i
afsnit

4.1).
Som

næ
vnt

i
foregående

afsnit
er
der

gode
indikationer

på,
at
der

udover
stokastisk

volatilitet
m
ed
fordel

kan
inkorporeres

spring
i
m
odellerne.

A
n-

dersen
et
al.
(2002)

finder
i
deres

analyse
af
en
ræ
kke

forskellige
m
odellers

2N
otationen

adskiller
sig
en
anelse

fra
M
ertons

frem
stilling.
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evne
til
at
beskrive

S&
P
500-aktieindekset,

at
m
edtagelsen

af
spring

er
nød-

vendig
for

en
tilstræ

kkelig
god

beskrivelse
af
prisprocessen.

D
og
finder

de,
at
log-SV

JD
-m
odellen,

hvor
volatiliteten

følger
en
log-varians

proces,
fitter

m
arginalt

bedre
end

kvadratrods-SV
JD
-m
odellen

(B
ates’

version),
hvor

vo-
latiliteten

følger
en
kvadratrods

proces.
D
e
konkluderer

dog
(p.

1263),
at
de

ikke
realistisk

kan
differentiere

m
ellem

de
to
m
odeller,

og
væ
lger

herefter
at

bruge
kvadratrods-SV

JD
til
den

videre
analyse,

da
eksistensen

af
en
lukket

form
el
gør

arbejdet
m
eget

lettere.
E
n
berettiget

kritik
af
B
ates’

m
odel

er,
at
det

er
klart,

at
den

fitter
bedst,

da
det

også
er
den

m
odel,

der
har

flest
param

etre
at
fitte

m
ed.

D
et

er
fristende

at
indføre

m
ere

og
m
ere

kom
plicerede

m
odeller

m
ed
m
ere

eller
m
indre

plausible
udvidelser,der

så
kan

beskrive
de
underliggende

tidsræ
kker

eller
optionspriserne

m
ere

nøjagtig.P
roblem

et
er
im
idlertid,at

disse
fitninger

på
historiske

data
ikke

nødvendigvis
beskriver

de
fundam

entale
faktorer

i
m
arkedsdynam

ikken
sæ
rligt

godt
og
derfor

ikke
giver

et
præ

cist
billede

af
frem

tiden.
D
er
er
im
idlertid

gjort
forsøg

på
at
udvide

SV
JD
-m
odellen

m
ed
flere

param
etre.

A
ndersen

et
al.
(2002)

lader
springintensiteten

væ
re
en
funktion

af
volatiliteten:

λ
(t)
=

λ
0
+
λ
1 V
t .D

e
finder

im
idlertid

(p.1263),at
væ
rdierne

for
λ
1
er
upræ

cise
og
insignifikante.

D
e
afprøver

også
udvidelse

af
m
odellen

m
ed
et
volatility-in-m

ean
led,der

tillader,at
afkastet

(norm
alt
µ
)
afhæ

nger
af

volatiliteten,så
(3.1)

får
følgende

form
:d
S
t /S

t
=
(µ
+
cV
t −

λ
k
)d
t+

σ
d
W
t +
k
d
q.

D
e
finder

ligeledes,
at
det

er
insignifikant,

at
dette

led
skal

indgå.
B
akshi

et
al.
(1997)

udvider
m
odellerne

B
S,
SV

og
SV
JD

ved
at
gøre

renten
stokastisk

efter
en
C
IR
-m
odel.D

e
finder,at

deres
resulterende

SV
SI-J-

m
odel(stochastic

volatility,
stochastic

interest
rate

and
jum

ps)
ikke

forbedrer
perform

ance
væ
sentligt

og
udelader

den
som

konsekvens
fra

præ
sentationen

i
artiklen

(p.
2006).

L
igeledes

konkluderer
de,

at
deres

SV
SI-m

odel
på
trods

af
de
tre

ekstra
param

etre,
der

bruges
til
at
beskrive

dynam
ikken

i
rentens

udvikling,ikke
giver

et
bedre

fit
end

SV
-m
odellen

og
desuden

giver
uplausible

væ
rdier

for
volatilitetsparam

etren
(p.

2019).
D
er
er
således

gode
tegn

på,at
udvidelsen

m
ed
spring

er
m
ere

nyttig
end

m
ange

andre
tæ
nkelige

udvidelser.

3.6
P
raktiske

overvejelser
SV
JD

m
odellen

har
tilsyneladende

endnu
ikke

fundet
stor

udbredelse
blandt

de
finansielle

institutioner,
og
det

er
interessant

at
se
næ
rm
ere

på,
hvorfor

dette
ikke

sket.
Selvom

den
virker

som
et
godt

bud
på
en
m
odel

til
at
prisfastsæ

tte
op-

37

tioner,
er
der

m
ange

konkurrerende
m
odeller,

og
da
der

ikke
er
én
m
odel,

der
er
fuldstæ

ndig
overbevisende,

har
praktikerne

svæ
rt
ved

at
gennem

skue,
hvilken

m
odel

de
skal

basere
deres

beregninger
på.

Sam
tidigt

vil
vanskelighederne

ved
estim

ation
af
param

etrene
altid

be-
græ

nse
den

praktiske
anvendelighed

af
en
prisfastsæ

ttelsesm
odel.

E
n
stor

fordel
ved

B
lack-Scholes-m

odellen
er,
at
der

netop
er
én
param

eter,
nem

lig
volatiliten,

som
m
an
skal

estim
ere

og
have

en
holdning

til
(W
ilm
ott

1998,
p.
333).

D
ette

antal
er
helt

perfekt.
H
vis

der
var

flere
param

etre,
ville

der
væ
re
for

m
eget

arbejde
ved

det
(og

m
åske

ville
det

væ
re
uoverskueligt

for
traderen

).
H
vis

der
ikke

var
nogle

param
etre,

der
skulle

estim
eres,

kunne
handlerne

afvikles
af
en
com

puter.
M
etoderne

til
estim

ation
af
param

etrene
i
SV
JD
-m
odellen

vil
blive

behandlet
i
afsnit

4.5,
efter

at
param

etrene
for

SV
JD
-m
odellen

under
det

risikoneutrale
m
ål
er
introduceret.

Indførelsen
af
spring

betyder
også,

at
det

ikke
læ
ngere

er
m
uligt

at
lave

en
(teoretisk)

perfekt
afdæ

kning
(hedging).

Såfrem
t
der

reelt
er
spring

i
det

underliggende
aktivs

kurs,vilen
delta-hedge

naturligvis
ikke

væ
re
en
perfekt

afdæ
kning,

m
en
ved

brug
af
B
lack-Scholes

m
odellen

kan
m
an
bevare

illusio-
nen

om
,at

den
er
det.B

ruger
m
an
derim

od
en
m
odelm

ed
spring,

bliver
det

direkte
synligt,at

en
perfekt

hedge
ikke

er
m
ulig,hvilket

kan
væ
re
en
ubeha-

gelig
indrøm

m
else

(W
ilm
ott

1998,
p.
334).

Som
det

bem
æ
rkes

af
A
ndreasen

(2003,p.14)
vildet

im
idlertid

væ
re
naivt

at
bruge

en
m
odeluden

springrisiko
til
prisfastsæ

ttelse
af
optioner

på
aktier.

H
an
sam

m
enligner

det
m
ed
at
løbe

foran
et
dam

plokom
otiv

og
sam

le
m
ønter

op
fra

skinnerne
3.
I
lang

tid
kan

det
se
ud
som

om
du
klarer

dig
rigtigt

godt,
m
en
dam

plokom
otivet

ram
m
er

dig,
før
du
ved

det!

3“picking
up
pennies

in
front

of
a
steam

engine”
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4
S
V
JD
-m
od
ellen

I
dette

kapitelopsum
m
eres

SV
JD
-m
odellen,der

er
foreslået

af
B
ates

(1996).
D
erefter

vises
de
æ
ndringer,

der
skal

til
for
at
om
skrive

m
odellen

til
en
risi-

koneutral
verden,

og
den

lukkede
form

el
for

prisen
på
en
europæ

isk
option

præ
senteres.

T
il
brug

for
at
kunne

udregne
integralet,

der
indgår

i
form

len,
introduceres

G
auss-K

ronrod
integration.

H
erefter

vil
m
etoder

til
estim

ation
af
de
nødvendige

m
odelparam

etre
kort

blive
om
talt.

E
ndelig

vil
m
odelpara-

m
etrenes

indvirkning
på
sandsynlighedsfordelingen

for
udløbskursen

og
pri-

sen
blive

behandlet.
D
isse

effekter
illustreres

grafisk,
og
tal

for
skæ

vhed
og

kurtosis
præ

senteres.

4.1
S
V
JD
-m
od
ellen

og
d
en
s
p
aram

etre
Som

beskrevet
i
afsnit

3.5
kom

binerer
B
ates

H
estons

kvadratrodsm
odelm

ed
M
ertons

springm
odel,hvilket

resulterer
ien

m
odel,der

udvider
B
lack-Scholes

m
ed
både

et
stokastisk

volatilitetsled
og
en
springkom

ponent:

D
efi
n
ition

14
S
V
JD
-m
odellen

(stochastic
volatility

and
jum

p
diffusion)

defineres
ved

følgende
ligninger

d
S
/S
=
(µ−

λ
k̄
)d
t
+
√
V
d
W
+
k
d
q

d
V
=
(α−

β
V
)d
t
+

σ
v √
V
d
W
v

cov
(d
W
,d
W
v )
=

ρ
d
t

p
rob
(d
q
=
1)
=

λ
d
t

ln
(1
+
k
)∼

N
(ln
(1
+
k̄
)−

12
δ
2,δ

2)

hvor
de
enkelte

sym
boler

(processer
og
param

etre)
tolkes

som
vist

i
tabel

4.1.

For
at
illustrere

SV
JD
-m
odellens

store
fleksibilitet,

er
der

i
tabel

4.2
en

oversigt
over

andre
m
odeller,

der
er
specialtilfæ

lde
af
SV
JD
-m
odellen.

D
isse

er
alle

beskrevet
i
kapitel

3
og
både

de
teoretiske

og
em
piriske

aspekter
af

dem
er
behandlet

grundigt
i
den

finansielle
litteratur.
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S
kurs

på
det

underliggende
aktiv

(f.eks.
valutakurs)

S
>
0

µ
driften

i
kursen

√
V

kursens
volatilitet

√
V
>
0

σ
v

volatilitetens
volatilitet

σ
v ≥

0
q

αβ
ligevæ

gtsniveau
for

volatiliteten
(steady

state
volatility) q

αβ
>
0

β
“træ

kkraften”
m
od
ligevæ

gten
(m
ean-reversion

rate)
0
<
β
≤
1

ρ
korrelationskoeffi

cient
m
ellem

de
to
W
iener-processer

0≤
ρ≤

1
for

kursen
W
og
volatiliteten

W
v

λ
springintensiteten

for
P
oisson-processen

k
størrelsen

af
et
spring,

når
springet

indtræ
ff
er

k
m
iddelvæ

rdi
for

springenes
størrelse

δ
standardafvigelsen

for
springenes

størrelse
δ
>
0

T
ab
el
4.1:

D
e
enkelte

param
etre

i
SV
JD
-m
odellen.

For
at
m
odellen

giver
m
ening

skal
væ
rdierne

holde
sig
indenfor

de
angivne

intervaller.

M
o
d
el

A
rtik

el
µ

V
0

σ
v

α
β

ρ
λ

k
δ

B
lack-S

ch
oles

B
lack

&
S
ch
oles

(1973)
µ

σ
0

0
0

0
0

0
0

S
V
kvad

ratrod
sm
od
el

H
eston

(1993)
µ

V
0

σ
v

α
β

ρ
0

0
0

jum
p-to-ruin

M
erton

(1976)
µ

σ
0

0
0

0
λ

−
1

0

JD
ju
m
p
diff

usion
M
erton

(1976)
µ

σ
0

0
0

0
λ

k
δ

S
V
JD

B
ates

(1996)
µ

V
0

σ
v

α
β

ρ
λ

k
δ

T
ab
el
4.2:

Sp
ecialtilfæ

lde
af
SV
JD
-m
odellen.

H
erudover

kan
SV

og
SV
JD
-m
odellerne

varieres
ved

at
lade

ρ
=
0
el-

ler
tillade

ρ
6=
0.
Faktisk

kunne
m
an
for

at
yde

fuld
retfæ

rdighed
til
SV
-

og
SV
JD
-m
odellerne

tilføje
and

price-volatility
correlation

til
navnene,

da
korrelationen

er
en
vigtig

m
odelegenskab,

der
bl.a.

kan
forklare

skæ
vhed

i
sandsynlighedsfordelingerne

for
S
T .

N
ogle

af
de
øvrige

m
odeller

fra
kapitel

3
kan

fås
m
ed
sm
å
m
odifikationer

af
SV
JD
-m
odellen,

m
en
er
ikke

specialtilfæ
lde.

4.2
S
V
JD
-m
od
ellen

u
n
d
er
d
et
risikon

eu
trale

m
ål

Som
for

B
lack-Scholes

m
odellen

præ
senteret

i
kapitel

2
er
det

nem
m
ere

at
prisfastsæ

tte
derivater,hvis

m
an
om
skriver

SV
JD
-m
odellen

tildet
risikoneut-

rale
m
ål.
I
tilfæ

lde
af
SV
JD
-m
odellen

kan
m
an
im
idlertid

ikke
nøjes

m
ed

et
sim
pelt

arbitrageargum
ent,

da
der

ikke
findes

instrum
enter

(og
da
slet

ikke
risikofrie),

der
repræ

senterer
den

stokastiske
volatilitet

og
spring-delen

i
processen.

D
et
er
derfor

nødvendigt
m
ed
antagelser

om
kring

investorernes
nyttefunktioner.
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I
det

følgende
argum

enteres
der

for,at
SV
JD
-m
odellen

m
ed
visse

antagel-
ser

kan
om
skrives

tilen
m
odelpå

sam
m
e
form

som
“ob

jektive”
m
odel 1.D

og
udskiftes

µ
m
ed
r
d−

r
f
på
sam

m
e
m
åde

som
iB
lack-Scholes

tilfæ
ldet.P

ara-
m
etrene

skalim
idlertid

risikojusteres
og
får
nye

væ
rdier,og

de
nye

param
etre

m
æ
rkes

m
ed
toptegn

∗.
B
ates

om
skriver

m
odellen

under
antagelse

af,
at
alle

investorer
i
økono-

m
ien

opfører
sig

som
en
repræ

sentativ
agent,

der
har

m
arginalnytte

J
w
af

penge
2.
Springparam

etrene
skal

under
disse

antagelser
justeres

på
følgende

m
åde:

λ ∗
=

λE µ
1
+

∆
J
w

J
w ¶

k̄ ∗
=

k̄
+
cov
(k
,∆
J
w
/J

w
)

E
(1
+
∆
J
w
/J

w
)

H
er
angiver

∆
J
w
/
J
w
den

procentsats,hvorm
ed
kursen

vilspringe,når
et

spring
indtræ

ffer.
H
vis
m
an
yderligere

antager,
at
nyttefunktionen

er
tidsse-

perabel
og
isoelastisk,

får
m
an,

at
1
+
k ∗
er
log-norm

alt
fordelt

m
ed
m
iddel-

væ
rdi

ln
(1
+
k̄ ∗)−

12 δ
2
og
sam

m
e
varians

δ
2
som

under
den

ob
jektive

m
odel.

D
en
repræ

sentative
investor

vilogså
forlange

en
præ

m
ie
for
usikkerheden

på
volatiliteten

(
d
J
w

J
w
betegner

det
percentuelle

chok
ved

fravæ
r
af
spring.):

Φ
v
=
cov µ

d
V
,
d
J
w

J
w ¶

U
nder

den
sam

m
e
antagelse

om
tidsseperabel,

isoelastisk
nytte

vil
den

volatilitetsrisikopræ
m
ien

kun
afhæ

nge
af
V
,
Φ
v
=
f
(V
),
og
kan

m
ed
rim
e-

lighed
approksim

eres
som

lineæ
r,

Φ
v (V

)
=

ξV
.
P
aram

eteren
β
vil
således

æ
ndres

til
β
∗
=

β−
ξ.

E
ndelig

skal
driften

µ
,
som

i
B
lack-Scholes-tilfæ

ldet,
justeres,

så
den

af-
spejler

rentespæ
ndet

m
ellem

de
to
valutaer

r−
r
f ,
og
de
to
brow

nske
bevæ

-
gelser

sam
t
P
oisson-processen

skifter
m
ål
og
får
således

en
tilde

(e
)
analogt

til
param

etrene,
der

fik
en
stjerne

( ∗).
D
en
sam

lede
m
odel

i
en
risikoneutral

verden
får
følgende

udseende:

dS
/S

=
(r−

r
f −

λ ∗k̄ ∗)d
t
+
√
V
d fW

+
k ∗deq

(4.1)

d
V

=
(α−

β
∗V
)d
t
+

σ
v √
V
d fW

v

1L
itteraturen

er
relativ

enig
om

begrebet
den

“risikoneutrale
m
odel”,

m
en
for

m
odel-

len
for

de
m
arkedsobserverede

kurser
bliver

der
brugt

flere
udtryk

som
f.eks.

“fysiske”,
“sande”,

“ob
jektive”,

“virkelige”
osv.

2F
lere

detaljer
om

økonom
ien

m
ed
en
repræ

sentativ
agent

og
om

antagelserne
om

nyttefunktioner
kan

findes
i
B
ates

(1988).
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cov
(d fW

,d fW
v )

=
ρd
t

p
rob
(deq

=
1)

=
λ ∗d
t

ln
(1
+
k ∗)

∼
N
(ln
(1
+
k̄ ∗)−

12
δ
2,δ

2)

4.3
F
orm

elfor
op
tion

sp
riser

iS
V
JD
-m
od
ellen

E
fter

at
have

opstillet
m
odellen

under
det

risikoneutrale
m
ål,
kan

der
nu

prisfastsæ
ttes

optioner
under

m
odellen.

Som
vist

i
afsnit

2.7
kan

prisen
på

en
købsoption

skrives
som

c
=
e −
r
d
T
(F
P
1 −

X
P
2 ),
hvor

P
1
og
P
2
fortolkes

som
sandsynligheder,og

F
er
forw

ard
-prisen

på
valuta.U

nder
B
lack-Scholes

log-norm
ale
antagelse,kunne

virelativt
let
finde

de
to
sandsynligheder,m

en
i
B
ates-m

odellen
er
fordelingen

af
S
T
ikke

kendt.
D
erfor

er
det

nødvendigt
m
ed
en
anden

m
etode

til
udregning

af
de
to
sandsynligheder.

H
eston

(1993)
har

udviklet
en
m
etode,

der
ved

hjæ
lp
af
de
m
om
entgenererende

funktioner
hørende

til
P
1
og
P
2
gør

det
m
uligt

at
finde

optionsprisen
(næ

sten)
uden

brug
af
num

eriske
m
etoder.

D
e
m
om
entgenererende

funktioner
af
ln
(S
T
/S

0 )
for
de
to
sandsynligheder

P
j
(j
=
1,2)

bliver
(B
ates

1996,
p.
76):

F
j (u
;V
,T
−
t)
≡

E
(e
u
ln
(S
T
/
S
t )|
P
j )

(4.2)

=
ex
p
(C

j (u
;T
−
t)
+
D
j (u
;T
−
t)V

+
E
j (u
;T
−
t)

hvor

C
j (u
;T
−
t)

=
(r−

r
f −

λ ∗k̄ ∗)u
(T
−
t)−

α
(T
−
t)

σ
2v

(ρσ
v u−

β
j −

γ
j )

−
2ασ
2v

ln µ
1
+
12
(ρσ

v u−
β
j −

γ
j ) 1−

e
γ
j (T−

t)

γ
j

¶

D
j (u
;T
−
t)
=
−
2

µ
j u
+

12 u
2

ρσ
v u−

β
j
+

γ
j
1
+
e
γ
j
(T
−
t)

1−
e
γ
j
(T
−
t)

E
j (u
;T
−
t)
=

λ ∗(T
−
t)(1

+
k̄ ∗)

µ
j +
1
/
2((1

+
k̄ ∗)

ue
δ
2
(µ
j u
+
u
2
/
2
)−

1)

γ
j (u
)
= r

(ρ
σ
v u−

β
j )
2−

2σ
2v (µ

j u
+
12
u
2)

µ
1
=
+
12 ,
µ
2
=
−
12 ,

β
1
=

β
∗−

ρσ
v
og

β
2
=

β
∗.
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P
1
og
P
2
bestem

m
es
herefter

som

P
j (u
;S

t ,T
−
t)
=
Q
(S
T
>
K
|
F
j )
=
12
+
12π Z

∞−∞

F
j (iu

)e −
iu
ln
(K
/
S
t )

iu
d
u

hvor
der

er
benyttet

en
invers

Fourier
transform

ation
af
den

karakteriske
funktion

m
ed
kom

plekse
væ
rdier

F
j (iu

;S
t ,T
−
t).
(i
er
det

kom
plekse

tal
√−

1.)
V
ed
at
benytte

egenskaberne
for
karakteriske

funktioner
kan

funktio-
nen

om
skrives

til

P
j (u
;S

t ,T
−
t)
=
12
+
1π Z

∞0

im
ag
(F

j (iu
)e −

iu
ln
(K
/
S
t ))

u
d
u

(4.3)

H
erefter

kan
prisen

på
en
europæ

isk
købsoption

findes
som

c(S
,V
,T
−
t;K

,θ)
=
e −
r
d
(T−

t)(F
P
1 −

K
P
2 )

(4.4)

hvor
θ
=
hλ ∗,k̄ ∗,δ,α

,β
∗,σ

v ,ρi
og
F
=
S
t e
(r
d−
r
f
)(T−

t).
P
risen

på
en
salgsoption

følger
af
put-call-pariteten

som
vist

i
afsnit

2.7:

p(S
,V
,T
−
t;K

,θ)
=
e −
r
d
(T−

t)(F
(1−

P
1 )−

K
(1−

P
2 ))

(4.5)

Im
plem

entationen
af
denne

form
el
er
vist

i
afsnit

D
.2.2

og
dem

onstreret
i
afsnit

C
.3.

D
er
findes

en
ræ
kke

alternative
form

ler
til
den

netop
præ

senterede
på

trods
af,at

de
alle

prisfastsæ
tter

den
sam

m
e
option

iden
sam

m
e
m
odel.D

ette
skyldes,

at
der

i
udledningen

kan
benyttes

forskellige
versioner

af
Fourier

transform
ationen.

D
esuden

kan
der

væ
lges

én
af
to
frem

gangsm
åder.

D
en

ene
består

i
at
bruge

den
karakteristiske

funktion
til
at
udlede

de
to
sand-

synligheder
P
1
og
P
2 ,
der

derefter
kan

bruges
i
den

B
lack-Scholes

lignende
form

el
(4.4).

D
en
anden

udleder
form

len
ved

først
at
prisfastsæ

tte
en
op-

tion
m
ed
afkastetP

(S
T
)
=
m
in
(S
T
,K
)
og
derved

nå
frem

til
en
form

el
m
ed

et
enkelt

integrale,
der

skal
integreres

for
at
finde

den
endelige

pris.
D
enne

benæ
vnes

den
karakteristiske

form
el.E

n
grundig

sam
let
gennem

gang
afdisse

to
frem

gangsm
åder

er
præ

senteret
i
Sepp

(2003).
A
ndre

versioner
af
den

B
lack-Scholes-lignende

form
el
i
SV
-tilfæ

ldet
kan

findes
i
H
eston

(1993,
p.
331)

og
D
uffi
e
(2001,

p.
178

ff.).
N
ielsen

(1999)
ud-

leder
en
form

el
for

SV
JD
-m
odellen,

der
er
baseret

på
sam

m
e
Fourier

trans-
form

ation
som

i
H
estons

artikel.
L
ipton

(2002)
kom

binerer
lokale

volatilitetsm
odeller

(D
upire

1994)
m
ed

SV
JD
-m
odellen

og
specialtilfæ

lde
heraf.

H
an
præ

senterer
sam

tidigt
en
inte-

grationsform
el
til
prisfastsæ

ttelse,
hvor

u
ikke

på
sam

m
e
m
åde

som
i
(4.3)

optræ
der

under
brøkstregen.

D
ette

betyder,
at
integranden

ikke
går

m
od
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uendelig,
når

u
går

m
od
0.
A
f
denne

grund
er
integralet

m
ere

velegnet
til

num
erisk

integration
end

integralet
ide

B
lack-Scholes-lignende

form
ler.O

m
-

vendt
frem

hæ
ver

Sepp
(2003,

p.
13),

at
den

B
lack-Scholes-lignende

form
el

kan
udregnes

3
gange

så
hurtigt

som
den

karakteristiske
form

el.
Form

len
(4.2)

præ
senteret

ovenfor
har

det
problem

,
at
der

opstår
en
di-

vision
m
ed
nul,

når
σ
v
=
0.
D
ette

problem
kan

kun
løses

ved
at
bruge

L
’H
o-

spitals
regel

til
at
finde

græ
nsevæ

rdien,
når

σ
v
→
0.
D
ette

problem
lider

form
len

i
L
ipton

(2002,
p.
64)

ikke
af,
idet

leddene
i
integralet,

der
kan

hen-
føres

til
SV
-kom

ponenten
og
JD
-kom

ponenten,
optræ

der
separat 3.

D
e
kan

således
sim
pelthen

udelades,
når

henholdsvis
σ
v
eller

λ
er
lig
0,
og
derved

både
elim

inere
problem

et
og
reducere

beregningstiden.

4.4
G
au
ss-K

ron
rod

integration
I
den

lukkede
form

el
for

optionsprisen
indgår

et
integrale,

der
m
ed
den

nu-
væ
rende

viden
kun

kan
udregnes

num
erisk.

Form
len

kan
derfor

kun
kaldes

sem
i-lukket.
Selvom

der
indgår

kom
plekse

tal
i
form

len,
er
integranden

reel,
da
den

im
aginæ

re
deludtræ

kkes
m
ed
im
ag.Y

derm
ere

konvergerer
integranden

hur-
tigt

til
0,
som

det
ses

i
figur

4.1.
D
et
er
derfor

i
praksis

ikke
nødvendigt

at
integrere

helt
til
uendeligt,

m
en
tilstræ

kkeligt
at
tage

integralet
ud

til
f.eks.

300.
(D
en
nøjagtige

optim
ale

afskæ
ring

afhæ
nger

dog
af
integrandens

form
og
således

af
param

etrene.)
P
roblem

et
er
derfor

et
sæ
dvanligt

reeltals
integrations-problem

i
én
dim

ension
på
et
endeligt

interval.
T
il
dette

findes
der

en
lang

ræ
kke

m
etoder

(f.eks.trapez-form
len

og
Sim

psons
form

el).E
n
af

de
m
est
effektive

m
etoder

er
im
idlertid

G
auss-K

ronrod,der
giver

en
god

præ
-

cision
i
forhold

tilberegningstid.D
et
er
denne

m
etode,der

anbefales
i
B
ates

(1996)
og
er
standardm

etoden
i
eksem

pelvis
program

pakken
M
athem

atica.

3Form
el
(7)

fra
L
ipton

(2002)
kan

udvides
m
ed
springkom

ponenten
på
følgende

m
åde:

C
(S
V
J
D
)(0,S

,v
,T
,K
)

=
e −

r
f
T
S
−
e −

r
d
T
K

2π
Z
∞−
∞

e
(−
iu
+
1
/
2
)
ln
(
SK
+
(r
d−
r
f
)T
)+

α
(
S
V
)(T

,u
)+
(u

2
+
1
/
4
)β

(
S
V
)(T

,u
)v
+
α
(
J
D
)(T

,u
)

u
2
+
1
/4

d
u

D
esuden

kan
der

gøres
opm

æ
rksom

på,
at
fortegnet

foran
β
(S
V
)-funktionen

er
forkert

i
L
iptons

form
el.
D
et
skal

væ
re
et
plus

som
vist

i
form

len
ovenfor.
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F
igur

4.1:Integranden
brugt

iprisfastsæ
ttelsesform

len
tilSV

JD
-m
odellen.

y-aksen
viser

integranden
fra

(4.3).
K
=
100,

S
t
=
60,

ρ
=
0
.3.
Ø
vrige

param
etre

som
i

tab
el
4.3,

p.
52.

4.4.1
Integration

m
ed

gau
ssisk

kvad
ratu

r

Idéen
m
ed
en
effektiv

m
etode

til
num

erisk
integration

er
at
få
så
god

en
tilnæ

rm
else

til
det

rigtige
integrale

som
m
uligt

m
ed
udregning

af
så
få
funk-

tionsvæ
rdier

som
m
uligt.D

en
berøm

te
m
atem

atiker
G
auss

indså,at
m
an
ved

hjæ
lp
af
kun

tre
væ
rdier

af
funktionen

kunne
få
en
præ

cision
af
integralet

svarende
til
en
tilnæ

rm
else

m
ed
et
fem

tegradspolynom
ium

.
M
etoder,

der
ta-

ger
udgangspunkt

ihans
princip

kaldes
gaussisk

kvadratur-form
ler
(G
aussian

quadrature
form

ulas)
(O
’N
eil
2002).

O
pgaven

lyder
på
at
finde

integralet
I
= R

ba
f
(x
)d
x,
m
en
for

at
gøre

udledningen
m
ere

håndterlig
om
skrives

dette
til
I
= R

1−
1
g
(t)
d
t,
hvor

g
(t)
=

b−
a
2
f ³

(b−
a
)

2
t
+

a
+
b
2 ´
.

V
i
starter

sim
pelt

m
ed
G
auss’

tilnæ
rm
else

m
ed
2
punkter:

Z
1

−
1

g
(t)≈

w
1 g
(t
1 )
+
w
2 g
(t
2 )

(4.6)

D
enne

form
elskalgæ

lde
m
ed
lighedstegn

for
polynom

ier
op
tilgrad

3,så
den

m
å
specielt

gæ
lde,

når
g
(t)
er
et
af
m
ononom

ierne
1,
t,
t
2og

t
3.

Z
1

−
1

t
3d
t
=
0
=

w
1 t
31
+
w
2 t
32

(4.7)
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Z
1

−
1

t
2d
t
=
23
=

w
1 t
21
+
w
2 t
22

Z
1

−
1

td
t
=
0
=

w
1 t
1
+
w
2 t
2

Z
1

−
1

d
t
=
2
=

w
1
+
w
2

V
ed
at
m
ultiplicere

3.ligning
m
ed
t
21
og
derefter

subtrahere
den

første
fås:

0
=
w
2 ¡t

32 −
t
2 t
21 ¢
=
−
w
2 t
2 (t

1
+
t
2 )(t

1 −
t
2 )

D
enne

ligning
er
opfyldt,

hvis
w
2
=
0,
t
2
=
0,
t
1
=
−
t
2
eller

t
1
=
t
2 .

D
en
eneste

af
disse,

der
giver

fornuft,
er
t
1
=
−
t
2 ,
da
løsningen

ellers
kun

indeholder
et
enkelt

punkt.M
ed
denne

løsning
giver

3.og
4.ligning,at

w
1
=

w
2
=
1,og

herefter
2.og

3.ligning
t
2
=
−
t
1
= q

13 ≈
0.5773.V

ed
at
indsæ

tte

disse
væ
rdier

iform
len

(4.6)
fås
tilnæ

rm
elsen,der

altså
vilvæ

re
præ

cis
op
til

tredjegradspolynom
ier.

D
en
generelle

form
el
svarende

til
(4.7)

for
estim

ation
ved

brug
af
m
ange

punkter
bliver

w
1 t
k1
+
···+

w
n t
kn
= ½

0,
for
k
=
1,3,5,...,2n−

1
2
k
+
1 ,

for
k
=
0,2,4,...,2n−

2
.

(4.8)

D
enne

form
el
er
på
ingen

m
åde

let
at
løse.

D
et
er
im
idlertid

så
heldigt,

at
t’erne

er
rødder

i
det

n
’te
grads

L
egendre-polynom

ium
,
der

er
rekursivt

defineret
som

følger
(P
ress,

T
eukolsky,

V
etterling

&
F
lannery

1992,
p.
253):

L
0 (x
)
=

1

L
1 (x
)
=

x

L
n (x
)
=

x
(2n−

1)L
n−
1 −

(n−
1)L

n−
2

n

L
egendre-polynom

ierne
af
5.
og
6.
grad

bliver
således

f.eks.

L
5 (x
)
=

15
x

8
−
35
x
3

4
+
63
x
5

8

L
6 (x
)
=
−
516
+
105

x
2

16
−
315

x
4

16
+
231

x
6

16

N
år
rødderne

iet
afdisse

polynom
ier
er
fundet,kan

løsningerne
indsæ

ttes
i
(4.8),

og
væ
gtene

w
i
kan

findes.
For

n
≥
6
er
problem

et
im
idlertid

ikke
så

ligetil,
da
rødderne

bliver
kom

plekse
(dog

m
ed
forsvindende

lille
im
aginæ

r
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del)
og
(4.8)

derfor
besvæ

rlig
at
løse.D

erfor
er
der

iim
plem

entationen
brugt

de
tabellerede

væ
rdier

fra
O
’N
eil
(2002).

D
en
endelige

form
el
bliver

I
= Z

b

a

f
(x
)d
x

=
b−

a

2 Z
1

−
1

f µ
(b−

a
)

2
t
+
a
+
b

2 ¶
= Z

1

−
1

g
(t)≈

G
n
=

n
Xi=
1

w
i g
(t
i )

H
er
betegner

G
n
det

tilnæ
rm
ede

integrale
ved

brug
af
n
punkter

og
vil

væ
re
præ

cist,
hvis

f
er
et
polynom

ium
op
til
grad

2n−
1.
I
≈
G
7
gæ
lder

altså
f.eks.

m
ed
lighedstegn,

hvis
f
er
et
13.-gradspolynom

ium
.

For
at
kunne

opnå
en
ønsket

præ
cision,

når
der

om
lidt

bruges
tilpas-

sende
integration,

er
der

brug
for

et
m
ål
for

den
m
aksim

ale
afvigelse

fra
den

virkelige
væ
rdi.

E
t
konservativt

bud
på
fejlen,

der
begås,

kan
udregnes

ved
²≤

|G
n −

G
n
+
1 |.
H
erved

er
der

im
idlertid

brugt
2n
+
1
funktionsvæ

rdi-
udregninger,

og
præ

cisionen
af
I≈

G
n
+
1
er
kun

op
til
grad

2(n
+
1)−

1
=

2n
+
1.
D
et
m
å
kunne

gøres
bedre.

4.4.2
K
ron

rod
s
u
d
vid

else

D
en
russiske

datalog
K
ronrod

fandt
ud
af,at

m
an
kan

udvide
G
auss-m

etoden
ved

at
væ
lge

n
+
1
flere

punkter,
så
estim

ationen
bliver 4

K
2
n
+
1
=

n
Xi=
1

u
i g
(t
i )
+

n
+
1

Xj=
1

v
j g
(s
j )

H
er
er
t
i de

eksisterende
punkter

fra
G
n
m
ed
tilhørende

nye
væ
gte

u
i ,og

s
j

er
de
n
+
1
nye

punkter 5
m
ed
tilhørende

væ
gte

v
j .
K
2
n
+
1
og
G
n
deler

således
n
punkter,

og
dette

giver
en
fordel,

når
den

m
axim

ale
fejl

skal
udregnes.

D
enne

kan
nem

lig
findes

m
ed
²≤

|K
2
n
+
1 −

G
n |.
Således

har
vi
m
ed
2n
+

1
funktionsudregninger

tilnæ
rm
et
væ
rdien

af
I
m
ed
præ

cision
op
til
grad

2(2n
+
1)−

1
=
4n
+
1
og
sam

tidigt
udregnet

et
øvre

loft
for
fejlen!

K
ildekoden

kan
ses

i
afsnit

D
.2.3.

4O
’N
eil
(2002)

5D
e
n
+
1
nye

punkter
er
im
idlertid

ikke
rødder

i
L
egendre-polynom

ierne,
m
en
m
å

findes
m
ed
en
anden

m
etode.
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4.4.3
T
ilp
assen

d
e
integration

E
n
m
ulighed

for
at
få
tilstræ

kkelig
præ

cision
er
at
væ
lge
et
n
,der

er
tilstræ

k-
keligt

stort.
D
et
ville

im
idlertid

kræ
ve
at
punkterne

til
K
2
n
+
1
var

tabellagt
i

forvejen.
D
esuden

ville
problem

et
m
ed
at
væ
lge

n
så
lille

som
m
uligt

sam
ti-

digt
m
ed
at
en
ønsket

præ
cision

opnås
stadig

væ
re
tilbage.D

et
er
derfor

m
ere

effektivt
at
opdele

intervallet
a
til
b
i
en
ræ
kke

m
indre

intervaller
og
sum

m
e

integralerne
af
disse.

M
en
ofte

er
visse

om
råder

af
funktionen

m
ere

ujæ
vn

end
andre,

og
derfor

er
der

brug
for
forskellig

tæ
thed

af
punkterne

i
forskel-

lige
om
råder.

E
n
god

strategi
til
at
tage

højde
for

dette
er
at
udregne

det
ønskede

integrale,
og
hvis

præ
cisionen

ikke
er
god

at
opdele

intervallet
i
to.

D
enne

m
etode

kaldes
tilpassende

integration
(adaptive

integration
)
(G
erald

&
W
heatley

1999,
p.
394).

A
lgoritm

en
kan

form
uleres

rekursivt
på
følgende

m
åde

(ε
er
tolerancen

for
præ

cision):
I
([a
;b],ε):U

dregn
K
1
5
og
G
7 .H

vis|K
1
5 −

G
7 |
<

ε,sæ
ttes

I
=
K
1
5 ,ellers

sæ
ttes

I
=
I ³ha

;
(a
+
b)
2 i

,
ε2 ´
+
I ³h

(a
+
b)
2
;b i
,
ε2 ´
.

Som
det

ses
er
der

ikke
tale

om
atom

fysik,
og
der

findes
da
også

m
ere

effektive
m
etoder

til
at
udvide

G
auss-K

ronrod
m
etoden.

T
il
vores

form
ål

er
denne

rutine
im
idlertid

tilstræ
kkelig,

og
det

er
denne,

der
bruges

i
det

m
edfølgende

program
.

4.5
E
stim

ation
af
p
aram

etre
Som

næ
vnt

i
afsnit

3.6
er
det

en
nødvendig

forudsæ
tning

for
brug

af
SV
JD
-

m
odellen,at

m
an
kan

estim
ere

param
etrene.D

er
er
overordnet

to
m
etoder

til
at
bestem

m
e
param

eterestim
aterne.

M
an
kan

finde
de
param

etre,
der

er
im
-

plicitte
ioptionspriserne,eller

m
an
kan

finde
param

etrene
ud
fra
tidsræ

kken
for
kursen

på
det

underliggende
aktiv.

M
etoden

til
im
plicit

param
eterestim

ation
tager

udgangspunkt
i
observe-

rede
optionspriser.T

ypisk
bruges

en
variant

afen
m
indste

kvadraters
m
etode,

der
finder

de
param

etre,
der

m
inim

erer
den

kvadrerede
forskel

m
ellem

den
observerede

optionspris
og
m
odellens

optionspris.
D
ette

gøres
så
for

sam
m
e

type
option

for
forskellige

væ
rdier

af
t,
og
de
gennem

snitlige
væ
rdier

for
param

etrene
kan

så
bruges

som
m
odelparam

etre.
B
eskrivelser

af
konkrete

m
etoder

kan
findes

i
B
akshi

et
al.
(1997,

p.
2016)

og
B
ates

(1996,
p.
83).

V
ed
at
tage

udgangspunkt
ioptionspriserne

vilparam
etrene

afspejle
m
ar-

kedets
forventninger

til
den

frem
tidige

kursudvikling
m
odsat

tidsræ
kkeana-

lyse,der
vil
resultere

i
param

etre
for
den

historisk
realiserede

kursudvikling.
D
ette

har
vist

sig
at
forbedre

evnen
til
at
forudsige

optionspriser.
Sam

tidig

48



har
estim

ation
m
ed
udgangspunkt

i
optionspriser

den
fordel,

at
de
estim

e-
rede

param
etre

er
under

det
risikoneutrale

sandsynlighedsm
ålog

således
kan

bruges
direkte

i
prisfastsæ

ttelsesform
len,

uden
at
det

er
nødvendigt

m
ed
ju-

steringer
for
risikopræ

m
ier.

V
ed
at
tage

udgangspunkt
itidsræ

kken
kan

param
etrene

findes
ved

hjæ
lp

af
økonom

etriske
teknikker

som
f.eks.

m
axim

um
likelihood

eller
generalized

m
ethod

of
m
om
ents

(G
M
M
).
E
n
videreudvikling

af
disse

teknikker,
der

ba-
serer

sig
på
sim
ulated

m
ethod

of
m
om
ents

(SM
M
),er

effi
cient

m
ethod

of
m
o-

m
ents

(E
M
M
),
der

bruges
af
bl.a.

A
ndersen

et
al.
(2002)

.
D
enne

teknik
er

sim
ulationsbaseret

og
beslæ

gtet
m
ed
M
onte

C
arlo

m
etoden,der

gennem
gås

i
kapitel5.D

a
denne

m
etode

tager
udgangspunkt

iden
observerede

tidsræ
kke

af
kursen

vilparam
etrene

afspejle
kursudviklingen

under
det

ob
jektive

sand-
synlighedsm

ål.
B
ates

(2003)
udvikler

en
m
axim

um
likelihood

m
etode

til
param

eteresti-
m
ation,

der
baserer

sig
på
en
udvidet

form
for

B
ayes’

regel.
D
enne

gør
det

m
uligt

rekursivt
at
opdatere

en
karakteristisk

funktion
for

den
sim
ultane

fordeling
af
latente

variable
(tilstandsvariable

såsom
volatiliteteten)

og
data

betinget
afhistoriske

data.H
erefter

kan
likelihood

funktionerne
udregnes

ved
hjæ

lp
af
invers

Fourier
transform

ationsform
ler.

D
enne

m
etode

bruges
så
til

at
estim

ere
param

etre
for

en
udvidet

SV
JD
-m
odel,

hvor
springintensiteten

afhæ
nger

af
volatiliteten.

P
å
sam

m
e
m
åde

som
i
A
ndersen

et
al.
(2002)

er
disse

param
etre

estim
eret

under
det

ob
jektive

sandsynlighedsm
ål
P
.
B
ates

bruger
det

sam
m
e
datasæ

t
fra

S&
P
500-indekset

som
A
ndersen

et
al,
m
en

kom
m
er
frem

til
væ
sentligt

anderledes
param

eterestim
ater.

Specielt
er
der

i
den

udvidede
m
odelm

arkant
højere

springintensitet.Frühw
irth-Schnatter

&
Sögner

(2003)undersøger
en
lignende

teknik
for
H
estons

m
odel.

V
ed
teknikkerne,

hvor
de
estim

erede
param

etre
beskriver

den
“virkelige”

prisproces,
skal

de
justeres

for
risikopræ

m
ier
før,

de
kan

bruges
i
en
options-

prisfastsæ
ttelsesform

el.E
n
praktiker,der

skalbruge
udregnede

optionspriser
til
at
finde

en
fair

pris
på
m
ere

avancerede
derivater,

der
kan

beskrives
som

kom
binationer

af
vanilla

optioner,
vil
således

typisk
væ
re
m
est

interesseret
i
param

etrene
under

det
risikoneutrale

m
ålQ

,
hvorim

od
param

etrene
under

det
ob
jektive

m
ålP

vilvæ
re
af
m
indre

betydning.D
ette

vilgøre,at
m
etoder

til
im
plicit

param
eterestim

ation
vil
blive

foretræ
kket.

4.6
S
an
d
syn

ligh
ed
sford

elin
g
iS
V
JD
-m
od
ellen

E
n
affordelene

ved
SV
JD
-m
odellen

er,at
den

kan
give

en
rigere

beskrivelse
af

fordelingen
af
afkast

end
B
lack-Scholes

m
odellen.

I
B
lack-Scholes

m
odellen

er
fordelingen

af
afkast

log-norm
al,
og
m
an
kan

kun
justere

på
de
to
før-

49

ste
m
om
enter

(m
iddelvæ

rdi
og
varians).

I
SV
JD
-m
odellen

kan
m
an
derim

od
påvirke

de
højere

m
om
enter

(skæ
vhed

og
kurtosis)

ved
at
skrue

på
m
odel-

param
etrene.

D
a
sandsynlighedsfordelingen

af
afkastene

fortæ
ller

m
eget

om
m
odellens

egenskaber
og
har

en
direkte

konsekvens
for

prisfastsæ
ttelse,

vil
disse

fordelingsegenskaber
blive

behandlet
i
dette

afsnit.

4.6.1
M
om
enter

For
at
kunne

beskrive,
hvordan

param
etervalgene

i
SV
JD
-m
odellen

påvir-
ker

fordelingens
form

,
får

vi
brug

for
en
ræ
kke

definitioner
og
resultater

fra
sandsynlighedsregningen

(W
eisstein

2003).

D
efi
n
ition

15
D
et
n’te

cen
trale

m
om
en
t
for

en
sandsynlighedsfordeling

defineres
som

det
n’te

m
om
ent

taget
om
kring

m
iddelvæ

rdien
µ
.

µ
n
= Z

(x−
µ
)
nP
(x
)d
x

µ
2
er
sam

tidig
lig
variansen

σ
2.

D
efi
n
ition

16
S
kæ
vheden

er
et
m
ål
for

asym
m
etri

i
tæ
thedsfunktionen

og
defineres

som
γ
1
=

µ
3

√
µ
2
3

For
norm

alfordelingen
er
skæ

vheden
lig
0.
P
ositiv

skæ
vhed

indikerer
en
for-

deling,
hvor

den
højre

hale
er
lang

(fordelingen
er
venstreskæ

v).
N
egativ

skæ
vhed

indikerer
en
fordeling,

hvor
den

venstre
hale

er
lang

(fordelingen
er
højreskæ

v).

D
efi
n
ition

17
O
verskyden

de
kurtosis

(kurtosis
excess)

for
en
fordeling

defineres
som

γ
2
=
µ
4

µ
22 −

3

O
verskydende

kurtosis
for
en
norm

alfordeling
er
0.E

n
fordeling

m
ed
over-

skydende
kurtosis

>
0
siges

at
have

overkurtosis
eller

væ
re
topstejlog

vilvæ
re

spidsere
og
have

tykkere
haler

end
en
norm

alfordeling
m
ed
sam

m
e
varians.E

n
overskydende

kurtosis
<
0
vil
om
vendt

betyde,
at
fordelingen

er
fladere

eller
har

bredere
skuldre

end
norm

alfordelingen.
Selvom

kurtosis
strengt

taget
er

defineret
som

ovenstående
tal
uden

at
træ
kke

3
fra,

vil
vi
i
denne

afhandling
bruge

ordet
kurtosis

for
tallet

γ
2 .

H
vis

vi
har

en
m
om
ent-genererende

funktion,
kan

vi
bruge

følgende
re-

sultat
til
at
finde

de
nødvendige

centrale
m
om
enter.
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D
efi
n
ition

18
D
en
kum

ulan
t-gen

ereren
de
fu
n
ktion

R
(u
)
defineres

som
logaritm

en
til
den

m
om
ent-generende

funktion
R
(u
)
=
ln
M
(u
),
og
kum

u-
lan

tern
e
κ
1
defineres

som
dennes

afledte:

κ
1
=
R
0(0)

κ
2
=
R
00(0)

κ
3
=
R

000(0)

κ
4
=
R
0000(0)

P
rop

osition
10

M
iddelvæ

rdien
µ
og
de
første

centrale
m
om
enter

µ
n
kan

udtrykkes
på
følgende

m
åde

ved
hjæ
lp
af
kum

ulanterne

µ
=

κ
1

σ
2
=
µ
2
=

κ
2

µ
3
=

κ
3

µ
4
=

κ
4
+
3κ

22

Således
når

vi
frem

til,
at
de
fire

m
ål
for

fordelingens
position

og
form

kan
beskrives

ved
hjæ

lp
af
R
(u
).

P
rop

osition
11

M
iddelvæ

rdi,
varians,

skæ
vhed

og
kurtosis

kan
udregnes

vha.
den

kum
ulantgenererende

funktion
som

µ
=
R
0(0)

σ
2
=
R
00(0)

γ
1
=

R
000(0)

p
R
00(0)

3

γ
2
=
R
0000(0)

+
3R

00(0)
2

R
00(0)

2
−
3
=
R
0000(0)

R
00(0)

2

D
a
F
2
som

defineret
i
(4.2)

netop
er
den

m
om
ent-genererende

funktion
for
fordelingen

af
ln
(S
T
/S

0 ),kan
vived

at
definere

R
(u
)
=
ln
F
2 (u
)
=
C
j (T−

t;u
)
+
D
j (T
−
t;u
)V
+
E
j (T
−
t;u
)
finde

skæ
vhed

og
kurtosis

for
afkastet

i
SV
JD
-m
odellen

m
ed
ovenstående

form
ler.

D
et
kan

af
sam

m
enligningsm

æ
ssige

årsager
væ
re
nyttigt

at
kunne

sam
-

m
enligne

SV
JD
-m
odellens

fordeling
m
ed
en
fordeling

fra
B
lack-Scholes

m
o-

dellen,der
har

sam
m
e
varians.D

enne
kan

findes
ud
fra
variansen

σ
2
=
R
00(0).

V
ariansen

i
B
lack-Scholes

er
σ
2(T
−
t)
og
volatiliteten

σ
,
der

skal
bruges

som
param

eter
i
B
lack-Scholes

m
odellen

for
at
få
en
sandsynlighedsforde-

ling,
der

er
sam

m
enlignelig

m
ed
SV
JD
-m
odellens,

vil
således

væ
re
givet

ved
σ
= p

R
00(0)/(T

−
t).

K
ildekoden

til
disse

udregninger
findes

sidst
i
afsnit

E
.1.
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T
−
t
S
t

r
d
r
f
√
V
t

σ
v q

αβ ∗
β
∗

ln
2

β ∗
ρ

λ
k ∗

δ

0.5
100

0
0

0.1
0.1

0.1
2

0.347
0
0

0
0

T
ab
el
4.3:

P
aram

etervæ
rdier

for
SV
-m
odel

4.6.2
T
æ
th
ed
sfu
n
ktion

E
n
effektiv

m
etode

tilat
beskrive,hvordan

param
etervæ

rdierne
påvirker

for-
delingerne

rent
kvalitativt,

er
at
illustrere

fordelingerne
grafisk.

D
ette

kan
bidrage

til
en
intuitiv

forståelse
af
m
odellens

egenskaber.
V
i
vil
derfor

i
det

følgende
se
på

grafer
i
lighed

m
ed
N
ielsen

(1999,
kap.

5),
H
eston

(1993,
p.
337

ff.)
og
H
ull
&
W
hite

(1987,
p.
293).

For
at
kunne

tegne
disse

grafer
har

vi
brug

for
et
funktionsudtryk

for
tæ
thedsfunktionen.

N
år
S
følger

en
geom

etrisk
brow

nsk
bevæ

gelse
som

iB
lack-Scholes

m
odel-

len,
følger

det
af
proposition

1,
at
det

kontinuert
tilskrevne

afkast
ln
(S
T
/S

t )
er
norm

alfordelt.T
æ
thedsfunktionen

for
z
=
ln
(S
T
/S

t )
under

det
risikoneut-

rale
sandsynlighedsm

ål
vil
have

form
en:

Q
(z)

=
1

√
2π

σ p
(T
−
t)
ex
p
(−
12 µ
(z−

(r
f−

r
d−

σ
2

2
)(T
−
t))/σ p

(T
−
t) ¶

2)

For
SV
JD
-m
odellen

fås
et
noget

m
ere

kom
pliceret

udtryk.H
er
kan

sand-
synlighedsfordelingen

for
z
=
ln
(S
T
/S

0 )
findes

m
ed
udgangspunkt

i
den

m
om
ent-genererende

funktion
F
2
(B
ates

1996,
p.
77):

Q
(z)

=
1π Z

∞0

real(F
2 (iu

)e −
iu
z)d
u

(4.9)

I
afsnit

C
.3
er
det

vist,
hvordan

skæ
vhed

og
kurtosis

kan
udregnes

og
tæ
thedsfunktionen

tegnes
vha.

det
m
edfølgende

program
.

4.6.3
E
ff
ekt

af
p
aram

etervalg

For
at
kunne

isolere
effekten

af
hver

enkelt
param

eter,
vil

vi
først

se
på

m
odellen

uden
spring,

altså
H
estons

SV
-m
odel.

T
il
brug

for
analysen

vil
vi

tage
udgangspunkt

i
param

etervæ
rdierne

i
tabel

4.3,
der

er
de
sam

m
e
som

i
N
ielsen

(1999,
p.
52)

og
H
eston

(1993).
H
ver

enkelt
param

eter
vil
så
blive

varieret
undervejs.

For
lettere

at
kunne

sam
m
enligne

m
ed
prisningseffekterne

senere,vises
S
T

frem
for

ln
(S
T
/S

0 )
på
x-aksen.

D
og
er
punktsandsynlighederne

stadig
dem

,
der

knytter
sig
til
ln
(S
T
/S

0 )
og
en
integration

over
hele

x-aksen
vilikke

give
1.
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F
igur

4.2:E
ff
ekten

af
volatilitetens

volatilitet
på
udløbskursens

sandsynlighedsfor-
deling.

Illustreret
for

σ
v
=
0
.1
,0.2

og
0
.3,
øvrige

param
etre

som
i
tab
el
4.3.

B
S-

volatiliteten
ved

σ
v
=
0
.1
er
0.100005.For

σ
v
=
0
vilSV

-m
odellen

og
B
S-m

odellen
væ
re
sam

m
enfaldende.

Skæ
vhederne

er
hhv.−

0.0089,−
0
.0356

og
−
0.0802.

K
ur-

tosis
er
hhv.

0.2522,
1.0096

og
2.2744.

E
n
æ
ndring

af
r
d−

r
f
vilblot

forårsage
en
horisontalparallelforskydning

af
grafen

og
er
derfor

ikke
så
interessant.

E
n
æ
ndring

af √
V
t
og q

αβ ∗ ,
der

for
forenklingens

skyld
er
sat

lig
hinanden

i
denne

analyse,
vil
give

effekter
svarende

tilat
æ
ndre

σ
iB
lack-Scholes

m
odellen.Spredningen

vilaltså
blive

større.
H
vis

de
to
param

etre
ikke

er
lig

hinanden,
kan

det
give

kurtosis-
effekter,m

en
disse

vil
dog

ikke
blive

behandlet
næ
rm
ere

her.L
igeledes

vil
vi

ikke
se
næ
rm
ere

på
effekten

af
β
∗.

Ser
vi
næ
rm
ere

på
volatilitetens

volatilitet
σ
v ,
vil
en
højere

σ
v
give

en
højere

kurtosis
og
en
lille

effekt
på
skæ

vheden
(H
eston

1993,
p.
338).

D
ette

er
illustreret

i
figur

4.2.
N
år

σ
v
=
0
er
volatiliteten

determ
inistisk,

og
forde-

lingen
vil
svare

til
fordelingen

i
B
lack-Scholes

m
odellen.

N
år

σ
v
>
0
bliver

volatiliteten
stokastisk

og
bevæ

ger
sig

om
kring

ligevæ
gtsniveauet

som
følge

af
stød

fra
W
iener-processen

W
v .
D
ette

giver
større

sandsynlighed
for

store
udsving

i
kursen

S
og
derm

ed
tykkere

haler.
H
vis

σ
v 6=

0,
vil
en
korrelation

ρ
6=
0
resultere

i,
at
halen

bliver
spredt

ud,
og
der

vil
kom

m
e
skæ

vhed
i
fordelingen

(H
eston

1993,
p.
336).

D
ette

er
illustreret

i
figur

4.3.
K
urtosis-effekten,

der
er
tydeligst

for
ρ
=
0,
følger

af,
at

σ
v
=
0.1.

V
ed

σ
v
=
0
vil
der

jo
netop

heller
ikke

forekom
m
e
en
skæ

vheds-
effekt,

da
W
v
og
derm

ed
korrelationen

m
ed
W
ikke

får
nogen

betydning.
D
et
vilnu

blive
illustreret,hvordan

springparam
etrene

indvirker
på
sand-
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4.3:
E
ff
ekten

af
korrelationen

m
ellem

volatiliteten
og
kursen

på
udløbskur-

sens
sandsynlighedsfordeling.Illustreret

for
ρ
=
−
0.3,

0
og
0.3.B

S-volatiliteten
for

ρ
=
−
0
.3
er
0.0997,

m
en
0.100

3
for

ρ
=
0.3.

Skæ
vheden

er
hhv.−

0.2420,−
0.0
089

og
0.2
261.

K
urtosis

er
hhv.

0.3
114,

0.2
52
2
og
0.3
04
9.

T
−
t
S
t

r
d
r
f
√
V
t

σ
v q

αβ ∗
β
∗

ln
2

β ∗
ρ

λ
k ∗

δ

0.5
100

0
0

0.1
0

0
0
−

0
0.5

0
0.1

T
ab
el
4.4:

P
aram

etervæ
rdier

for
JD
-m
odel

synlighedsfordelingen.For
at
kunne

studere
effekterne

uafhæ
ngigt,ses

der
på

JD
specialtilfæ

ldet
af
SV
JD
-m
odellen.

SV
-param

etrene
sæ
ttes

således
lig
0.

D
e
anvendte

param
etre

er
vist

i
tabel

4.4.
G
ennem

snitsstørrelsen
på
springet

k ∗
vil
generere

skæ
vhed

i
fordelingen.

E
n
positiv

springstørrelse
k ∗
>
0
vil
betyde,

at
springene

i
gennem

snit
er

positive,
og
dette

vil
betyde

en
tykkere

højre
hale.

D
er
vil
således

væ
re
po-

sitiv
skæ

vhed
og
fordelingen

vil
altså

væ
re
venstreskæ

v.
Sam

tidigt
vil
den

tykkere
hale

give
overkurtosis.

E
ffekten

af
negative

springstørrelser
vil
væ
re

tilsvarende,
blot

m
odsat.

E
n
k ∗
=
0
vil
prim

æ
rt
give

en
kurtosis-effekt

og
kun

lidt
skæ

vhed.
D
ette

ses
i
figur

4.4.
E
n
højere

standardafvigelse
på
springets

størrelse
δ
vilgøre,at

springene
spredes

m
ere

ud,
og
dette

vil
give

højere
kurtosis.

D
ette

er
illustreret

i
figur

4.5.E
n
højere

intensitet
af
springene

λ
vilforstæ

rke
effekten

af
skæ

vhed,idet
springene

vil
forekom

m
e
oftere.

D
ette

er
illustreret

i
figur

4.6.
K
urtosis

vil
stige

et
vist

stykke,
m
en
vil
derefter

falde.
D
ette

er
illustreret

i
figur

4.7.
D
e
øvrige

grafer
af
denne

type
er
ikke

vist,
da
de
alle

viser
en
m
onoton
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4.4:
E
ff
ekten

af
den

gennem
snitlige

springstørrelse
på
udløbskursens

sand-
synlighedsfordeling.

Illustreret
for
k ∗
=
0,
0.1

og
0
.2,øvrige

param
etre

som
i
tab
el

4.4.
B
S-volatiliteten

for
k ∗
=
0
.1
er
0
.1381.

Skæ
vheden

er
hhv.−

0.0577,
0.9247

og
1
.4307.

K
urtosis

er
hhv.

1.3378,
2.3515

og
3.3643.

F
igur

4.5:
E
ff
ekten

af
springenes

standardafvigelse
på
udløbskursens

sandsynlig-
hedsfordeling.Illustreret

for
δ
=
0.01,

0.05
og
0
.1,
k ∗
=
0
.1,øvrige

param
etre

som
i

tab
el4.4.B

S-volatiliteten
for

δ
=
0
.01

er
0
.1252.Skæ

vheden
er
hhv.

0
.3584,

0.5541
og
0.9247.

K
urtosis

er
hhv.

0.4127,
0.9352

og
2.3515.
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4.6:E
ff
ekten

afspringintensiteten
på
udløbskursens

sandsynlighedsfordeling.
Illustreret

for
λ
=
0
.5,
1
og
2,
øvrige

param
etre

som
i
tab
el
4.4.

B
S-volatiliteten

for
λ
=
0
.5
er
0.1225.

Skæ
vheden

er
hhv.−

0.0577,−
0.07

49
og−

0
.0815.

K
urtosis

er
hhv.

1.337
8,
1.5037

og
1.335

6.

sam
m
enhæ

ng
m
ellem

param
etervæ

rdien
og
skæ

vhed/kurtosis.
H
vis
vigår

tilbage
tilat

se
på
effekten

afstokastisk
volatilitet

og
ser
denne

isam
m
enhæ

ng
m
ed
effekten

afrestløbetiden
T−

t,kan
vise,at

en
læ
ngere

lø-
betid

vilforøge
effekten

afden
stokastiske

volatilitet,der
som

næ
vnt

tidligere
giver

overkurtosis.
D
enne

effekt
ses

i
figur

4.8.
D
ette

betyder,
at
det

er
m
est

relevant
at
inddrage

SV
i
m
odellen,

når
de
optioner,

der
skal

prisfastsæ
ttes

har
en
lang

løbetid.
H
vis
viderim

od
ser
på
effekten

afspring
for
forskellige

restløbetider
T−

t,
vil
effekten

af
spring

også
væ
re
væ
sentlig

for
korte

løbetider.
D
ette

frem
går

af
figur

4.9.
Således

kan
anvendelse

af
en
m
odel

m
ed
spring

væ
re
ganske

relevant,
hvis

m
an
ønsker

at
prisfastsæ

tte
optioner

m
ed
kort

løbetid.
E
n
grundigere

analyse
afde

forskellige
effekter

afparam
etervalg

for
SV
JD
-

m
odellen,

herunder
bl.a.

effekten
af
at
kom

binere
en
JD
-m
odel

m
ed
nega-

tiv
skæ

vhed
og
SV
-m
odel

m
ed
positiv

skæ
vhed,

kan
findes

i
N
ielsen

(1999,
p.
48

ff.).

4.7
K
on
sekven

ser
for

p
risfastsæ

ttelse
D
a
det

interessante
isidste

ende
er,hvordan

m
odellen

prisfastsæ
tter

optioner,
vil
konsekvenserne

af
skæ

vhed
og
kurtosis

for
priserne

blive
behandlet

m
ed

udgangspunkt
i
to
eksem

pler.
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4.7:
E
ff
ekten

af
springintensiteten

på
kurtosis

for
udløbskursen

afkast.
λ
er

varieret
som

vist,
øvrige

param
etre

som
i
tab
el
4.4.

F
igur

4.8:
E
ff
ekten

af
restløb

etiden
på
udløbskursens

sandsynlighedsfordeling
ved

tilstedevæ
relse

af
stokatisk

volatilitet.
Illustreret

for
T
−
t
=
0.5,

1
og
2,
øvrige

param
etre

som
itab

el4.3.B
S-volatiliteten

for
T−

t
=
0
.5
er
0.100005.Skæ

vheden
er
hhv.−

0
.0089,−

0
.0143

og−
0.0168.

K
urtosis

er
hhv.

0.2522,
0.2858

og
0.2381.
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4.9:
E
ff
ekten

af
restløb

etiden
på
udløbskursens

sandsynlighedsfordeling
ved

tilstedevæ
relse

af
spring.

Illustreret
for

T
−
t
=
0.5,

1
og
2,
øvrige

param
etre

som
i
tab
el
4.4.

B
S-volatiliteten

for
T
−
t
=
0.5

er
0.122

5.
Skæ

vheden
er
hhv.−

0
.0577,

−
0
.0408

og−
0.0
28
9.
K
urtosis

er
hhv.

1.33
78,

0.66
89
og
0.33

44.

H
vis

fordelingen
for

afkastet
ln
(S
T
/S

0 )
har

overkurtosis
(fig.

4.10)
vil

optioner
near-the-m

oney
(optioner,

hvor
S
er
tæ
t
på
K
)
væ
re
m
indre

væ
rd

end
under

B
S-m

odellen.
T
il
gengæ

ld
vil
far-from

-the-m
oney

(optioner,
hvor

S
er
langt

fra
K
)
væ
re
m
ere

væ
rd.(Se

fig.4.11.)
M
en
da
der

ikke
er
skæ

vhed
i
fordelingen,

giver
overkurtosis

næ
sten

den
sam

m
e
effekt

på
in-the-m

oney
og
out-of-the-m

oney
optioner

(H
eston

1993,p.338).I
figur

4.12
ses
det,at

en
fordeling

m
ed
overkurtosis

giver
en
U
-form

et
sam

m
enhæ

ng
m
ellem

aftalekurs
og
im
plicit

volatilitet,
det

såkaldte
volatilitetssm

il.
E
r
der

positiv
skæ

vhed
i
afkastet

for
det

underliggende
aktiv

som
vist

i
eksem

plet
i
figur

4.13,
vil
købsoptioner

out-of-the-m
oney

væ
re
m
ere

væ
rd

end
i
B
S
tilfæ

ldet,
idet

den
læ
ngere

højre
hale

gør
det

m
ere

sandsynligt,
at

optionen
ender

in-the-m
oney.O

m
vendt

vilen
in-the-m

oney
option

væ
re
m
in-

dre
væ
rd.(Se

figur
4.14.)

Som
det

ses
i
figur

4.15
fås
en
anden

sam
m
enhæ

ng
m
ellem

im
plicit

volatilitet
og
aftalekurs,

der
m
ere

m
inder

om
et
skæ

vt
grin.
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4.10:
Sandsynlighedsfordeling

for
udløbskursen

ved
overkurtosis.

σ
v
=
0.3,

øvrige
param

etervæ
rdier

som
i
tab
el
4.3.

F
igur

4.11:
P
risningsforskelle

ved
overkurtosis.

P
risforskellene

er
overdrevet

10
gange.

σ
v
=
0
.3,
øvrige

param
etervæ

rdier
som

i
tab
el
4.3.
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4.12:
V
olatilitetssm

il
ved

overkurtosis.
σ
v
=
0.3,

øvrige
param

etervæ
rdier

som
i
tab
el
4.3.

Skæ
ringen

m
ed
y-aksen

indikerer
B
S-volatiliteten.

F
igur

4.13:Sandsynlighedsfordeling
for
udløbskursen

ved
skæ

vhed.
k ∗
=
0.1,øvrige

param
etervæ

rdier
som

i
tab
el
4.4.
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F
igur

4.14:
P
risningsforskelle

ved
skæ

vhed.
P
risforskellen

er
overdrevet

10
gange.

k ∗
=
0
.1,
øvrige

param
etervæ

rdier
som

i
tab
el
4.4.

 

F
igur

4.15:
V
olatilitetssm

il
ved

skæ
vhed.

k ∗
=
0
.1,
øvrige

param
etervæ

rdier
som

i
tab
el
4.4.

Skæ
ringen

m
ed
y-aksen

indikerer
B
S-volatiliteten.
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5
M
onte

C
arlo

for
eu
rop

æ
isk

op
tion

I
dette

kapitel
introduceres

en
m
etode

til
prisfastsæ

ttelse
af
optioner

ved
hjæ

lp
af
sim
ulation,

den
såkaldte

M
onte

C
arlo

m
etode.

F
ørst

gives
en
be-

grundelse
for

valget
af
denne

frem
for

andre
num

eriske
m
etoder,

f.eks.
en-

delig
differens

eller
binom

ial
træ
er.
D
erefter

gives
en
abstrakt

introduktion
til
m
etoden,

hvorefter
den

m
ere

konkrete
m
etode

for
en
europæ

isk
option

under
B
lack-Scholes

m
odellen

gives.
K
onfidensintervallet

præ
senteres

og
der

gives
m
etoder,der

kan
indskræ

nke
dette.T

ilsidst
præ

senteres,hvordan
stien

og
dens

antitetiske
i
SV
JD
-m
odellen

kan
sim
uleres,

og
det

overvejes
om

en
kontrolvariabelteknik

kan
bruges

i
dette

tilfæ
lde.

D
en
første

anvendelse
af
M
onte

C
arlo

m
etoden

tiloptionsprisfastsæ
ttelse

findes
iB
oyle

(1977),m
ens

læ
rebogstilgange

kan
findes

iH
ull(2000b,p.407—

415)
og
W
ilm
ott

(1998,
p.
671

ff.).
E
n
oversigt

over
nyere

frem
skridt

for
m
etoden

kan
findes

i
B
oyle,

B
roadie

&
G
lasserm

an
(1997).

5.1
M
onte

C
arlo

frem
for

an
d
re
m
etod

er
D
er
findes

andre
num

eriske
m
etoder

end
M
onte

C
arlo

sim
ulation

til
at
pris-

fastsæ
tte

afledte
instrum

enter,
m
en
idet

vi
i
denne

opgave
ønsker

at
pris-

fastsæ
tte

optioner
i
en
m
odel

m
ed
stokastisk

volatilitet
og
spring,

er
M
onte

C
arlo

m
etoden

lettere
at
anvende.

D
e
to
m
est

udbredte
m
etoder

udover
M
onte

C
arlo

er
binom

ial
træ
er
og

endelig
differens

(finite
diff
erence),og

begge
disse

kan
relativt

let
udvides

til
at
tage

højde
for

førtidig
indfrielse.

B
åde

konstruktionen
af
binom

ialtræ
et

(der
hurtigt

vilblive
tilet

flerdim
ensionalt

træ
,en

lattice)
og
konstruktionen

af
nettet

(grid
’et)

iendelig
differens

m
etoden

vilim
idlertid

kom
pliceres

både
af
elem

entet
af
stokastisk

volatilitet
og
springelem

entet.
SV
JD
-m
odellen

giver
desuden

m
ulighed

for
spring

af
vilkårlig

størrelse,
hvilket

ved
en
um
iddelbar

anvendelse
af
de
to
m
etoder

vil
gøre

dim
ensio-

naliteten
uendelig

stor,
så
det

vil
væ
re
nødvendigt

m
ed
en
approksim

ativ

62



teknik.
D
esuden

har
M
onte

C
arlo

m
etoden

den
store

fordel,at
den

er
m
eget

nem
at
tilpasse

tilnye
m
odeller

(f.eks.log-SV
m
odellen)

for
det

underliggende
ak-

tiv
eller

andre
optionstyper,herunder

stiafhæ
ngige

optioner
(f.eks.asiastiske

optioner).
U
lem

perne
ved

M
onte

C
arlo

m
etoden

består
prim

æ
rt
i,
at
den

kræ
ver

m
ange

udregninger
og
derfor

er
langsom

,
og
at
en
forbedring

af
præ

cisionen
kræ

ver
m
ange

flere
beregninger

(se
afsnit

5.6).H
erudover

vilto
resultater

fra
sim
ulationen

aldrig
væ
re
præ

cist
den

sam
m
e
(m
en
forhåbentlig

ligge
tæ
t),

idet
m
etoden

er
baseret

på
tilfæ

ldige
tal.

D
isse

ulem
per

er
dog

af
m
indre

betydning,isæ
r
på
grund

af
at
hurtige

com
putere

bliver
billigere

og
billigere,

m
ens

finansanalytikere
og
program

m
ører

til
at
designe

og
im
plem

entere
en

algoritm
e
ikke

gør
det.

5.2
Integralet

til
p
risfastsæ

ttelse
T
il
brug

for
udregning

af
prisen

på
et
derivat

ved
hjæ

lp
af
M
onte

C
arlo

sim
ulation

kan
det

væ
re
nyttigt

at
se
på
udviklingen

af
det

underliggende
aktiv

som
udfald

i
et
sandsynlighedsrum

(Ω
,F
,P
).

D
efi
n
ition

19
V
ed
et
san

dsyn
lighedsrum

for
et
underliggende

aktiv
for-

stås
triplen

(Ω
,F
,P
),
hvor

Ω
er
m
æ
ngden

af
de
m
ulige

stier
aktivet

kan
tage.

F
er
m
æ
ngden

af
alle

m
ulige

filtreringer
som

defineret
i
D
efinition

2.P
er
et

san
dsyn

lighedsm
ål,
der

tildeler
enhverF

en
sandsynlighed:P

:F
→
[0,1],

så
P
(∅
)
=
0
og
P
(Ω
)
=
1.
E
n
sti

ω
∈

Ω
angiver

en
specifik

udvikling
for

kursen
på
det

underliggende
aktiv. 1

Som
det

alm
indeligvis

gøres
iparadigm

et
for
derivatprisfastsæ

ttelse
(C
ox

&
R
oss

1976)
skal

prisen
findes

ved
at
bruge

det
risikoneutrale

sandsynlig-
hedsm

ålQ
.

D
et
afledte

instrum
ents

pris
kan

derfor
udregnes

som
(A
m
etrano

&
B
allabio

2003,
M
onte

C
arlo

fram
ew
ork)

F
= Z

Ω

f
(ω
)Q
(ω
)d
ω

hvor
f
betegner

den
tilbagediskonterede

pris
afderivatet

givet
stien,og

Q
(ω
)

er
sandsynligheden

for
at
stien

ω
realiseres.

1E
n
grundig

og
kom

pakt
introduktion

til
disse

b
egreber

kan
findes

i
D
uffi
e
(2001,

A
ppendix

C
).
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D
enne

generelle
form

elgiver
m
ulighed

for
prisfastsæ

ttelse
af
am
erikanske

optioner
sam

t
eksotiske

optioner,der
afhæ

nger
af
hele

forløbet
for
kursen

på
det

underliggende
aktiv.

E
t
eksem

pel
på
disse

er
de
asiatiske

optioner,
der

afhæ
nger

af
gennem

snittet
af
kursen

over
en
givet

periode.

5.3
T
iln
æ
rm
else

tilintegralet
m
ed
sim

u
lation

D
et
ovenstående

integrale
kan

findes
m
ed
forskellige

num
eriske

m
etoder,m

en
den

vibehandler
her

er
M
onte

C
arlo

m
etoden.I

M
onte

C
arlo

m
etoden

findes
en
approksim

ation
til
integralet

ved
at
sim
ulere

M
stier

(ω
1 ,ω

2 ,...,ω
M
),
der

udtræ
kkes

fra
Q
(ω
),
så
de
sim
ulerede

stier
har

sandsynlighedsfordelingen
repræ

senteret
ved

Q
.
H
erefter

findes
derivatets

væ
rdi

som
et
gennem

snit
af

den
tilbagediskonterede

væ
rdi

f
(ω
)
af
de
enkelte

stier:

bF
=
1M

M
Xi=
1

f
(ω

i )
(5.1)

I
tilfæ

ldet
af,at

derivatet
er
en
sim
pelfordring,og

der
antages

en
konstant

rente
fås
form

len:

F
= Z

Ω

e −
r
TP
(S
T
(ω
))Q

(ω
)d
ω

(5.2)

H
er
skal

S
T
(ω
)
ses
som

den
pris,der

frem
kom

m
er
på
udløbstidspunktet

T
ved

sim
ulationen

ω
.
Form

len
ses

at
væ
re
praksis

set
æ
kvivalent

m
ed
(2.12),

der
blev

præ
senteret

under
udledningen

af
B
lack-Scholes

form
len.

Integralet
fra
(5.2)

kan
i
stil

m
ed
(5.1)

approksim
eres

m
ed

bF
=
1M

M
Xi=
1

e −
r
TP
(S
T
(ω

i ))
(5.3)

5.4
S
im
u
lation

af
stien

For
at
kunne

udregne
(5.3)

skal
vi
finde

de
enkelte

S
T
(ω

i ).
D
ette

skal
gøres,

så
de
M
S
T ’er

approksim
ativt

får
fordelingen

givet
ved

Q
.
E
n
sim
pel

m
åde

at
gøre

dette
på
er
E
ulers

tilnæ
rm
else.

D
efi
n
ition

20
(D
uffi
e
2001,p.298),

(W
ilm
ott
1998,p.672)

E
u
ler

tiln
æ
r-

m
elsen

til
en
geom

etrisk
brow

nsk
bevæ

gelse
som

defineret
i
D
efinition

2.1
er

bS
k
+
1 − bS

k
=
µ bS

k ∆
t
+

σ bS
k √

∆
t²
k

(5.4)
bS
0
=
s
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H
er
er
de
T
tidsenheder

delt
op
i
n
intervaller,

hver
af
læ
ngde

∆
t
=

Tn ,
og

²
k ’erne

er
tilfæ

ldige
tal
udtrukket

fra
en
standardnorm

alfordeling.

P
ræ
cisionen

af
denne

tilnæ
rm
else

afhæ
nger

af
antallene

af
tidsintervaller

n
.For

prisfastsæ
ttelsen

afen
europæ

isk
option

er
det

kun
nødvendigt

m
ed
ét

tidsinterval,
idet

kun
S
T
behøves.

B
rugen

af
E
uler

tilnæ
rm
elsen

m
ed
n
=
1

ville
im
idlertid

give
en
for
stor

upræ
cision,og

det
er
derfor

heldigt,at
der

for
G
B
M
findes

et
nøjagtigt

udtryk.
Integration

af
udtrykket

for
Z
t
=
ln
S
t
fra
(2.3)

efterfulgt
af
ex
p
taget

på
begge

sider
giver

S
t
=
S
0
ex
p µµ

µ−
12
σ
2 ¶
t
+

σ Z
t

0

d
W
t ¶

Idet
vi
har R

t0
d
W
t
=
√
t
fra
stochastic

calculus,
får
vi
når

vi
ser

på
dette

over
et
tidsinterval:

P
rop

osition
12

E
n
G
B
M
kan

sim
uleres

eksakt
ved

følgende
udtryk

bS
k
+
1 − bS

k
= bS

k
ex
p µ
(µ−

12
σ
2)∆

t
+

σ √
∆
t²
k ¶

(5.5)

bS
0
=
s

Idet
en
sim
pel

fordring
kan

sim
uleres

m
ed
et
enkelt

tidstrin,
vil
væ
rdien

af
en
sådan

fordring
m
ed
en
valuta

som
underliggende

aktiv
kunne

findes
m
ed
følgende

form
el
(m
ed
udgangspunkt

i
(5.3))

bF
=
1M

M
Xi=
1

e −
r
TP µ

s
0
ex
p µ
(r
d−

r
f−

12
σ
2)∆

t
+

σ √
∆
t²
(i)
1 ¶¶

(5.6)

H
er
er
²
(i)
1
det

første
tal
i
den

i’te
ræ
kke

tilfæ
ldige

tal
(fra

standardnor-
m
alfordelingen),

der
netop

har
et
elem

ent,
idet

der
jo
ikke

er
brug

for
flere.

I
afsnit

C
.2
er
det

vist,
hvordan

denne
form

el
kan

bruges
af
det

m
edføl-

gende
program

.

5.5
G
en
ererin

g
af
tilfæ

ld
ige

tal
A
t
finde

ræ
kker

af
gode

tilfæ
ldige

tal
er
en
videnskab

i
sig
selv

(P
ress

et
al.

1992,
kapitel

7).
N
år
m
an
finder

tilfæ
ldelige

tal
m
ed
com

puteralgoritm
er
vil

de
næ
sten

altid
væ
re
produceret

på
baggrund

af
determ

inistiske
m
etoder

65

og
tallene

bliver
derfor

kun
pseudo-tilfæ

ldige
og
ikke

rigtigt
tilfæ

ldelige.
D
e

m
est
udbredte

algoritm
er
virker

ved,at
m
an
giver

et
frø
(seed

)
tilden

tilfæ
l-

dige
talgenerator

(random
num

ber
generator,

R
N
G
),
og
R
N
G
’en

genererer
herefter

et
for

et
en
lang

ræ
kke

af
pseudo-tilfæ

ldelige
tal,

der
har

den
øn-

skede
fordeling.U

dfordringen
er
at
lave

en
sim
pelalgoritm

e,der
kan

udføres
hurtigt,

og
sam

tidigt
genererer

tal,
der

følger
den

ønskede
fordeling

m
eget

præ
cist.

Sam
tidigt

er
det

vigtigt
at
ræ
kken

af
tilfæ

ldelige
tal
ikke

begynder
at
gentage

sig
selv

efter
et
lille

antal
genererede

tal.
V
i
vil
ikke

i
denne

opgave
dykke

dybere
i
problem

atikken
m
ed
om

de
genererede

tal
er
tilstræ

kkeligt
gode,

m
en
blot

stole
på,

at
den

m
etode,

der
er
valgt

som
standard

(default)
ud

af
en
ræ
kke

tilgæ
ngelige

m
etoder

fra
Q
uantL

ib
toolkit’et,

er
tilstræ

kkelig.

5.6
K
on
fi
d
en
sinterval

og
varian

sred
u
ktion

D
et
er
naturligvis

interessant
at
vide,

hvor
præ

cis
approksim

ationen
i
(5.6)

er,
og
der

er
faktisk

et
præ

cist
m
ål
for
dette

(B
oyle

1977,
p.
325).

P
rop

osition
13

Standardafvigelsen
for bF

vil
(for

M
stor)

væ
re

bs√M
,

(5.7)

hvorbs
er
bestem

t
ud
fra

den
em
piriske

variansbs
2
=

1
M
−
1 P

Mi=
1 (f
(ω
)− bF

)
2.

D
enne

standardafvigelse
kan

bruges
til
at
bestem

m
e
konfidensintervallet

for bF
.
E
t
95%

konfidensintervalvil
væ
re
givet

ved bF±
1.95996 bs√M

,
idet

1.96
er
97.5%

fraktilen
i
standardnorm

alfordelingen.
K
onfidensintervallet

kan
altså

indsnæ
vres

på
to
m
åder.D

en
ene

m
ulighed

er
at
forøge

antallet
M
af
sim
ulerede

stier,
hvilket

er
forholdsvist

dyrt
m
ålt

i
beregningstid.

Y
derm

ere
bliver

gevinsten
ved

at
tilføje

flere
stier

m
indre

jo
flere

stier
m
an
har

brugt,idet
forholdet

m
ellem

præ
cision

og
antallet

af
stier

er
1
√
M
.
(Se

figur
5.1.)

For
at
få
10
gange

så
god

præ
cision

skal
der

sim
uleres

100
gange

så
m
ange

stier.
D
en
anden

m
ulighed

er
at
reducere

størrelsen
af

variansenbs
2.T

ildette
findes

en
ræ
kke

såkaldte
variansreducerende

teknikker.
D
en
letteste

at
im
plem

entere
af
disse

teknikker
er
antitetiske

stier.D
ette

foregår
ved,

at
m
an
for

hver
sti
sam

tidigt
udregner

væ
rdien

for
derivatet,

hvis
den

“m
odsatte”

sti
var

blevet
fulgt,og

herved
reducerer

variansen
uden

at
skulle

generere
flere

tilfæ
ldelige

tal.
V
ed
den

“m
odsatte

sti”
forstås

den
sti,

der
frem

kom
m
er
ved

brug
af
de
sam

m
e
tilfæ

ldelige
tal
m
en
m
ed
m
odsat

fortegn,altså
form

elt
ræ
kken−

²
(i)
k
.H
vis
vim

ed
en
lidt

hjem
m
elavet

notation
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F
igur

5.1:
K
onvergens

for
M
onte

C
arlo.

G
rafen

viser
optionsvæ

rdier
udregnet

for
forskellige

antal
sim
ulationer

sam
t
en
standardafvigelse

på
hver

side.
D
et
ses,

at
der

i
starten

vindes
m
eget

ved
at
forøge

antallet
af
sim
ulationer

M
,
m
ens

der
ved

m
ange

sim
ulationer

kun
opnås

en
lille

forb
edring

ved
at
forøge

antallet.Skæ
ringen

m
ed
y-aksen

indikerer
den

analytiske
pris,

1.97277.

angiver
den

“m
odsatte

sti”
m
ed−

ω
i ,kan

form
len

(svarende
til(5.3))

således
skrives

bF
=
1M
e −
r
T

M
Xi=
1 P

(S
T
(ω

i ))
+
P
(S
T
(−

ω
i ))

2
(5.8)

B
lot
optionens

payoff
er
m
onotont,

vil
en
sim
ulation,

hvor
de
antitetiske

stier
bruges,

give
m
indre

varians
end

en
sim
ulation,

der
bruger

dobbelt
så

m
ange

rå
stier

(B
oyle

et
al.1997,p.1271).H

vor
stor

forbedringen
er
afhæ

nger
af,
hvor

høj
negativ

korrelation,
der

er
m
ellem

de
to
afkast

(Stentoft
2001,

p.
32):

var( bF
)
=
var(P

(S
T
(ω

i )))(1
+
corr(P

(S
T
(ω

i )),P
(S
T
(−

ω
i ))))

2M

V
ed
brug

af
antitetiske

stier
skal

den
em
piriske

varians
udregnes

på
bag-

grund
af
gennem

snittene
af
payoff

for
stien

og
dens

antitetiske
(altså

de
enkelte

led
i
sum

m
en
fra

(5.8))
frem

for
de
2M

payoff,
der

frem
kom

m
er
ved

at
tage

payoff
for

de
to
stier

hver
for

sig.
D
ette

skyldes,
at
payoff

for
stien

og
dens

antitetiske
taget

hver
for
sig
ikke

er
uafhæ

ngige,
hvorim

od
gennem

-
snittet

af
de
to
er
det

(B
oyle

et
al.
1997,

p.
1273),

(Stentoft
2001,

p.
12,

32).
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E
n
anden

m
ulighed

er
en
afde

såkaldte
kontrolvariabelteknikker

(control-
variate

techniques) 2.
H
er
dannes

en
portefølje,

der
er
lang

i
det

kom
plekse

derivat,
der

nødvendigvis
skal

prisfastsæ
ttes

m
ed
sim
ulation,

og
kort

i
et

andet
derivat,der

er
sim
plere

og
derfor

har
en
analytisk

løsning.D
ette

sim
ple

derivat
skal

sam
tidig

sam
variere

m
ed
det

kom
plekse

derivat,
således

at
det

opnås,
at
porteføljen

har
en
lavere

varians
end

de
to
derivater

hver
for

sig.
H
erefter

beregnes
væ
rdien

af
porteføljen

m
ed
sim
ulation

og
den

estim
erede

væ
rdiaf

det
kom

plekse
derivat

findes
ved

at
læ
gge

den
analytiske

løsning
for

det
sim
ple

derivat
til
porteføljevæ

rdien:
( bF

K
− bF

S )
+
F
S .

5.7
M
onte

C
arlo

for
S
V
JD
-m
od
ellen

D
a
der

i
denne

opgave
ønskes

at
nå
frem

til
at
kunne

prisfastsæ
tte

am
eri-

kanske
optioner

iSV
JD
-m
odellen

vha.sim
ulation,vilder

idet
følgende

blive
beskrevet

en
m
etode

til
at
sim
ulere

en
sti
i
denne

m
odel.

D
enne

sti
vil
blive

brugt
tilat

prisfastsæ
tte
en
europæ

isk
option

im
odellen.Som

for
europæ

iske
optioner

i
B
S-m

odellen,
er
det

som
sådant

unødvendigt
at
bruge

sim
ulation

til
at
prisfastsæ

tte
europæ

iske
optioner

i
SV
JD
-m
odellen.

D
et
er
im
idlertid

en
stor

fordel
at
kunne

afprøve
teknikken

i
en
situation,

hvor
der

findes
et

fast
holdepunkt

iform
af
en
analytisk

løsning.M
ed
dette

som
udgangspunkt

kan
m
etoden

evt.
m
odificeres

til
m
odeller,

hvor
der

ikke
findes

en
lukket

form
el.
D
esuden

kan
korrektheden

af
sim
ulationen

testes
før

den
anvendes

i
algoritm

en
til
prisfastsæ

ttelse
af
am
erikanske

optioner.

5.7.1
S
im
u
lation

af
S
V
JD
-stien

D
a
det

iforhold
tilprisfastsæ

ttelse
er
den

risikoneutrale
sti,der

er
relevant

at
sim
ulere,

er
opgaven

at
sim
ulere

m
odellen

fra
(4.1),

hvoraf
de
centrale

linier
er:

d
S
/S

=
(r−

r
f −

λ ∗k̄ ∗)d
t
+
√
V
d fW

+
k ∗deq

(5.9)

d
V

=
(α−

β
∗V
)d
t
+

σ
v √
V
d fW

v

D
a
der

ved
at
sim
ulere

Z
t
=
ln
S
t
kan

opnås
en
m
ere

præ
cis
sim
ulation

i
lighed

m
ed
(5.5)

skal
Itôs

lem
m
a
benyttes

til
at
finde

denne.

dZ
t
=

(r
d−

r
f−

λ ∗k̄ ∗−
12
V
t )d
t
+ p

V
t d
W
t
+
d
J
t

d
J
t
=

ln
(1
+
k ∗)deq

d
V
t
=

(α−
β
∗V
t )d
t
+

σ
v p
V
t d
W
v
,t

2W
ilm
ott

(1998,
p.
648),

A
m
etrano

&
B
allabio

(2003,
M
onte

C
arlo

fram
ew
ork)
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Springdelen
er
her

behandlet
seperat.

E
n
proces,

der
kun

består
af
en

P
oisson-proces

d
X
=
X
k
d
q
m
ed
væ
rdi
X
−
lige

før
et
spring,vilhave

væ
rdien

X
+
=
X
−
(1
+
k
)
lige

efter
et
spring.P

rocessen
J
=
ln
X
vilså

have
væ
rdien

J
+
=
J
−
+
ln
(1
+
k
),og

processen
får
således

form
en
d
J
=
ln
(1
+
k
)d
q.D

ette
led

indgår
så
i
Z
t
processen.

H
vis
vikigger

næ
rm
ere

på
ovenstående

processer
er
der

jo
både

en
stoka-

stisk
proces

V
t
sam

t
en
Z
t
proces,

der
afhæ

nger
af
væ
rdien

af
V
t
og
desuden

skal
tillæ

gges
springkom

ponenten
J
t .

F
ørst

skal
V
t
altså

findes
og
dette

kan
gøres

m
ed
en
E
uler-tilnæ

rm
else

i
stil

m
ed
(5.4):bV

k
+
1 − bV

k
=

(α−
β
∗bV
k )∆

t
+

σ
v qbV

k √
∆
t²
v
,k

(5.10)

bV
0
=

V
0

H
er
svarer

²
v
,k
til
d
W
v
,t
og
er
som

tidligere
en
væ
rdi

udtrukket
fra

en
standardnorm

alfordeling.
Idet

der
ved

en
sim
ulation

af
denne

type
risikeres,

at bV
k
bliver

m
indre

end
0
og
derfor

giver
problem

er
m
ed
negative

kvadra-
trødder,

indføres
den

justering,
at bV

k
sæ
ttes

lig
ε,
hvis bV

k
<

ε,
hvor

ε
er
et

lille
positiv

tal,
f.eks.

ε
=
10 −

5.
H
erefter

skalvæ
rdien

afspringkom
ponenten

findes
og
den

sim
pleste

m
åde

at
gøre

dette
på
er
m
ed
følgende

udtryk:

bJ
k
+
1 − bJ

k
=
0
,
når

²
U
,k ≥

λ ∗d
t

(5.11)

bJ
k
+
1 − bJ

k
=
ln
(1
+
k ∗)−

δ
22
+

δ²
J
,k
,
når

²
U
,k
<

λ ∗d
t

J
0
=
0

H
er
er
²
U
,k
et
tilfæ

ldigt
tal

fra
ligefordelingen

(U
’et

står
for

uniform
),

m
ens

²
J
,k
er
udtrukket

fra
standardnorm

alfordelingen
(J
’et
står

for
jum

p).
M
ed bV

k
og bJ

k
klar

kan
vi
finde

E
uler-tilnæ

rm
elsen

til
Z
t
=
ln
S
t .

bZ
k
+
1 − bZ

k
=

((r
d−

r
f)−

λ ∗k̄ ∗−
12 bV

k )∆
t
+ qbV

k √
∆
t²
S
,k
+ bJ

k
+
1 − bJ

k
(5.12)

bZ
0
=

ln
S
0

H
er
svarer

²
S
,k
til
d
W
.
V
i
kan

herefter
finde bS

ud
fra bZ:

bS
k
+
1 − bS

k
= bS

k
ex
p
( bZ

k
+
1 − bZ

k )

A
lternativt

kan
S
t
i
den

sim
ulerede

sti
findes

som
tilnæ

rm
elsesvis

lig
ex
p
( bZ

k ),
når

k
∆
t
=
t.
Sim

ulationen
er
im
idlertid

ikke
eksakt,

som
den

var
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F
igur

5.2:
E
n
sim
ulation

af
en
sti
og
dens

antitetiske
i
SV
JD
-m
odellen.

P
aram

etre
som

m
jum

p
i
tab
el
7.1,

p.
88.

L
æ
g
m
æ
rke

til,
at
når

volatiliteten
for

den
ene

sti
går

op,
så
går

volatiliteten
for

den
anden

sti
ned.

i
(5.5).

D
ette

skyldes,
at bZ

afhæ
nger

af bV
,
og
således

kom
m
er
præ

cisio-
nen

til
at
afhæ

nge
af,
hvor

findelt
sim
ulationen

af
volatiliten

er.
K
onvergen-

sen
for

M
onte

C
arlo

kom
m
er
på
denne

m
åde

til
at
afhæ

nge
af
både

M
og

∆
t
(W
ilm
ott

1998,
p.
675).

D
en
antitetiske

stisim
uleres

på
tilsvarende

vis.Som
beskrevet

iafsnit
5.6

bruges
til
dette

form
ål
de
sam

m
e
genererede

tilfæ
ldige

tal,
m
en
de
negeres

på
følgende

m
åde:−

²
S
,k ,−

²
v
,k ,−

²
J
,k .
D
erim

od
negeres

²
U
,k
ikke,

hvilket
betyder,

at
springene

indtræ
ffer

på
sam

m
e
tidspunkt

i
den

norm
ale

sti
og

den
antitetiske

sti
(se

figur
5.2).

I
afsnit

C
.4
beskrives,hvordan

program
m
et
kan

bruges
tilat

prisfastsæ
tte

europæ
iske

optioner
i
SV
JD
-m
odellen.

K
ildekoden

kan
ses

i
afsnit

D
.3.1

og
D
.3.2.

5.7.2
M
u
lige

forb
ed
rin
ger

af
sim

u
lation

en

Såfrem
t
sim
ulationen

af
SV
JD
-stien

er
korrekt,

vil
fordelingen

af
de
sim
ule-

rede
væ
rdier

ln
( bS
T
/S

0 )
tilnæ

rm
elsesvist

følge
den

analytiske
tæ
thedsfunktion

for
ln
(S
T
/S

0 )
givet

i4.9.D
ette

er
illustreret

for
realistiske

param
etervæ

rdier
m
ed

ρ
6=
0
i
figur

5.3.
D
et
ses,

at
fordelingen

for
de
sim
ulerede

væ
rdier

er
en
anelse

m
ere

skæ
v
end

fordelingen
givet

ved
den

analytiske
form

el.
D
enne

effekt
er
m
ere

udtalt
for
højere

væ
rdier

af
ρ
eller

lavere
antaltidsinddelinger,

og
tyder

på,
at
M
onte

C
arlo

sim
ulationen

bliver
unøjagtig

for
ρ
6=
0.
D
et
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F
igur

5.3:
Sam

m
enligning

af
histogram

m
et
for

de
sim
ulerede

væ
rdier

ln
( bS
T
/
S
0 )

m
ed
tæ
thedsfunktionen

for
ln
(S
T
/S

0 ).D
e
brugte

param
etrene

er
estim

erede
im
pli-

citte
param

etre
fra
B
ates

(1996,p.86)
S
0
=
40
,
r
d
=
0.08,

r
f
=
0.06, √

V
0
=
0.155,

σ
v
=
0.343, q

αβ ∗
=
0
.155,

β ∗
=
0.78,

ρ
=
0
.078,

λ ∗
=
15
.01,

k ∗
=
−
0.001,

δ
=
0
.019.

D
er
er
sim
uleret

50000
stier

m
ed
1000

tidstrin.

viste
fit
ville

kunne
forbedres

en
anelse

ved
at
inkludere

de
antitetiske

stier,
m
ens

flere
tidsinddelinger

tilsyneladende
ikke

hjæ
lper.

Sim
ulationen

af
SV
-stien

kan
forbedres

ved
at
bruge

en
højere

ordens
tilnæ

rm
elsesform

el,
f.eks.

M
ilshteins

tilnæ
rm
else

(D
uffi
e
2001,

p.
298),

i
for-

m
el(5.10)

og
(5.12).Sim

ulationen
af
volatiliteten

kan
forbedres

ved
at
bruge

en
E
uler-tilnæ

rm
else

af
processen

Y
t
=
V
t ex
p
(−

β
∗t)

som
vist

i
Frühw

irth-
Schnatter

&
Sögner

(2003,
p.
14,

form
el
(29)).

O
m
disse

forbedringer
løser

problem
et
m
ed,

at
ρ6=

0
giver

unøjagtige
sim
ulationer,

er
dog

uvist.
I
figur

5.4
er
vist

den
tilsvarende

graf
for

en
m
odel

m
ed
spring.

H
er

er
det

helt
nødvendigt

at
bruge

1000
tidsinddelinger

eller
m
ere

for
at
de

to
fordelinger

m
atcher

nøjagtigt.
D
esuden

er
de
antitetiske

stier
inkluderet,

hvilket
giver

en
stor

forbedring
af
fittet.

D
en
sim
ple

m
etode

iform
el(5.11)

tilsim
ulation

af
spring

kræ
ver

et
stort

antaltidsintervaller
for
at
væ
re
præ

cis.Sim
ulationen

kan
im
idlertid

forbedres
ved

at
udnytte

at
tiden

m
ellem

to
spring

er
eksponentialfordelt

m
ed
param

e-
ter

λ.
H
vis
diskretisering

yderm
ere

planlæ
gges,

så
punkterne

falder
sam

m
en

m
ed
springtidspunkter,

kan
en
ret

præ
cis

sim
ulering

findes
uden

brug
af

m
ange

tidsintervaller
(C
yganow

ski,
G
rüne

&
K
loeden

2002,
p.
7).

E
n
lovende

m
ulighed

for
en
sam

tidig
forbedring

af
både

volatilitet-
og

spring-delen
af
processen

ligger
i
at
bruge

den
sim
ulatane

fordeling
af
kurs

og
volatilitet

til
at
sim
ulere

udviklingen
af
tilstandsvariablene.

B
ates

(2003,
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F
igur

5.4:
Sam

m
enligning

af
histogram

m
et
for

de
sim
ulerede

væ
rdier

ln
( bS
T
/
S
0 )

m
ed
tæ
thedsfunktionen

for
ln
(S
T
/S

0 ).
P
aram

etre
som

m
jum

p
i
tab
el
7.1,

p.
88,

dog
m
ed
k ∗
=
0.1.

D
er
er
sim
uleret

10000
stier

sam
t
de
antitetiske

m
ed
1000

tidstrin.

p.
21)beskriver

i
forbindelse

m
ed
udarbejdelse

af
en
m
etode

til
param

etere-
stim

ation,
hvordan

den
karakteristiske

funktion
for

den
sim
ultane

fordeling
af
kursen

og
volatiliteten

ser
ud.

D
enne

vil
form

entlig
kunne

udnyttes
til
at

finde
de
frem

tidige
væ
rdier

på
baggrund

af
to
tilfæ

ldige
tal

udtrukket
fra

ligefordelingen.
I
lighed

m
ed
prisningsform

lerne
i
4.9

er
det

dog
nødvendigt

m
ed
en
num

erisk
integration

for
at
finde

frem
til
sandsynligheden.

D
ette

vil
m
edføre

en
læ
ngere

beregningstid,
og
det

er
ikke

sikkert,
at
den

vundne
præ

cision
kan

opveje
dette.

5.7.3
K
ontrolvariab

eltekn
ik

For
en
europæ

isk
option

prisfastsat
på
en
SV
JD
-sti

findes
der

ikke
en
oplagt

alternativ
pris,

m
an
kan

bruge
som

kontrolvariabel.
Selvfølgelig

kunne
m
an

bruge
den

analytiske
pris

som
udregnet

tidligere,
m
en
dette

ville
væ
re
snyd,

idet
det

jo
netop

er
den

pris,
vi
forsøger

at
finde.

M
ed
notationen

fra
afsnit

5.6
ville bF

K
= bF

S ,
og
således

( bF
K
− bF

S
)
+
F
S
=
F
S .
R
esultatet

bliver
altså

blot
den

analytiske
pris

og
den

udførte
M
onte

C
arlo

sim
ulation

ville
hverken

gøre
fra
eller

til.
M
an
kunne

forestille
sig,

at
m
an
kunne

bruge
prisen

på
en

europæ
isk

option
i
B
S-m

odellen
som

kontrolvariabel.
D
ette

ville
im
idlertid

ikke
væ
re
m
etodisk

korrekt,
da
denne

ikke
ville

væ
re
prisfastsat

på
sam

m
e

sti.I
L
ew
is
(2000,

p.
104)

og
Srikant

(1998)
er
der

beskrevet
andre

m
etoder,
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hvorpå
m
an
kan

forbedre
M
onte

C
arlo

m
etoden

i
SV
-tilfæ

ldet.
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6
M
onte

C
arlo

for
am
erikan

sk
op
tion

I
dette

kapitel
præ

senteres
least-squares

M
onte

C
arlo

m
etoden

til
prisfast-

sæ
ttelse

af
am
erikanske

optioner.Som
baggrund

for
denne

introduceres
først

de
generelle

m
etoder

til
prisfastsæ

ttelse
af
am
erikanske

optioner,
herunder

begreberne
indfrielsesstrategi

og
indfrielsesgræ

nse.
H
erefter

om
tales

hvilke
alternative

m
etoder,m

an
kan

bruge
tilprisfastsæ

ttelsen,og
hvorfor

de
fleste

af
disse

kun
vanskeligt

kan
gøres

praktiske
i
brug

til
SV
JD
-m
odellen.

L
east-

squares
M
onte

C
arlo

teknikken
gennem

gås
og
resultater,

der
beviser

m
eto-

dens
konvergens

til
den

sande
optionsvæ

rdi,
præ

senteres
kort.

D
a
m
indste

kvadraters
m
etode

er
en
central

del
af
algoritm

en
gennem

gås
denne.

D
e
æ
n-

dringer
til
standardalgoritm

en,
der

er
foretaget

for
effektivt

at
kunne

bruge
den

i
SV
JD
-tilfæ

ldet,
præ

senteres
herefter,

og
der

vises
m
etoder,

der
kan

reducere
algoritm

ens
hukom

m
elsesforbrug.

T
il
sidst

illustreres
den

indfriel-
sesgræ

nse,
der

er
im
plicit

givet
ved

L
ongstaff-Schw

artz
algoritm

en.

6.1
In
d
frielsesstrategi

for
am
erikan

sk
op
tion

I
dette

afsnit
introduceres

de
generelle

koncepter
til
prisfastsæ

ttelse
af
am
e-

rikanske
optioner.

G
ennem

gangen
er
baseret

på
D
uffi
e
(2001,

p.
31,

p.
182).

E
n
am
erikansk

option
(se
definition

4,p.17)
adskiller

sig
fra
en
europæ

isk
option

ved,at
den

kan
indfries

på
ethvert

tidspunkt
0≤

t≤
T
.M
ed
udgangs-

punkt
iS

t ,defineres
den

tilbagediskonterede
afkastproces

ved
Z
t
=
e −
r
tP
(S
t ).

O
ptionen

vil
give

køberen
et
afkast

m
ed
nutidsvæ

rdi
Z
τ ,
hvor

τ
er
valgt

af
køberen.

T
idspunktet

τ
kaldes

en
indfrielsesstrategi

(exercise
strategy).

K
ø-

beren
skal

ikke
læ
gge

sig
fast

på
en
indfrielsesstrategi

på
forhånd,

m
en
kan

vente
til
tidspunkt

τ
m
ed
at
sige,

at
han

nu
ønsker

at
indfri

optionen.
G
ivet

en
indfrielsesstrategi

τ
kan

der
på
sam

m
e
m
åde

som
for

europæ
i-

ske
optioner

argum
enteres

for,at
afkastprocessen

Z
t
for
den

am
erikanske

op-
tion

kan
replikeres

m
ed
en
selvfinansierende

porteføljestrategi
h
(D
uffi
e
2001,
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p.
183).

h’s
væ
rdiproces

er
givet

ved

V
τt
=
E
Q
(Z

τ |F
t )

D
ette

m
edfører,

at
betalingen

til
køber

på
tidspunkt

τ
kan

replikeres
ved

at
følge

porteføljestrategien
h
τ,
der

er
h
indtil

tidspunkt
τ
og
0
herefter.

D
enne

strategi
h
τ
vilnetop

give
en
betaling

m
ed
nutidsvæ

rdi
Z
τ
på
tidspunkt

τ.
E
n
rationel

indfrielsesstrategi
τ ∗
(rational

exercise
strategy)

defineres
nu

som
det

τ,
der

m
aksim

erer
den

arbitragefri
væ
rdi

af
optionen

på
tidspunkt

0.
D
enne

væ
rdi

findes
ved

at
løse

følgende
optim

ale
stopproblem

(optim
al-

stopping
problem

),
der

netop
finder

suprem
um

(altså
m
aksim

um
)
over

de
m
ulige

stoptider
afvæ

rdien
afden

porteføljestrategi,der
replikerer

Z
τ .D

ette
er
sam

tidigt
den

m
aksim

ale
forventede

væ
rdi

af
Z
τ .

V
∗0
=
su
p

τ∈
[0
,T
] V

τ0
=
su
p

τ∈
[0
,T
] E

Q
(Z

τ |F
0 )

(6.1)

For
at
finde

løsningen
τ ∗
på
ovenstående

problem
introducerer

vien
Snell

envelope
defineret

som
1U

T
=

Z
T

(6.2)

U
t
=

ess
su
p

τ∈
[t,T

] E
Q
(Z

τ |F
t )

U
t vilsåledes

væ
re
væ
rdien

(tilbagediskonteret
tiltidspunkt

0)
afoptionen

på
tidspunkt

t
givet

at
den

bliver
indfriet

optim
alt
i
frem

tiden.
U
0
vil
væ
re

optionsvæ
rdien

på
tidspunkt

0,
U
0
=
V
∗0 .

M
ed
denne

definition
er
det

m
uligt

at
bevise

følgende
resultat

P
rop

osition
14

(D
uffi
e
2001,

p.
184)

D
er
eksisterer

en
super-replikerende

porteføljestrategi
h ∗,

hvis
væ
rdiproces

W
h ∗
har

initialvæ
rdi

W
h ∗
0
=
V
∗0 .
E
n

rational
indfrielsesstrategi

er
givet

ved
τ ∗
=
in
f{
t|
W

h ∗
t
=
Z
t }.

Super-replikerende
betyder

blot,
at
hvis

optionskøberen
ikke

indfrier
op-

tionen
optim

alt,
vil
optionssæ

lgeren,
der

sam
tidigt

replikerer
fordringen,

få
et
overskud.

R
esultatet

er
således

analogt
til
arbitrageresultatet

for
en
euro-

pæ
isk
option

fra
afsnit

2.5.

1ess
su
p
b
etyder

essentielt
suprem

um
og
er
et
teknisk

raffi
nem

ent
af
m
aksim

um
,
så

væ
rdier

af
funktionen

på
en
m
æ
ngde

m
ed
m
ål
0
ikke

har
indflydelse

på
suprem

um
m
et

(W
eisstein

2003,
E
ssentialSuprem

um
).
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6.2
In
d
frielsesgræ

n
sen

E
t
centralt

begreb
ibehandlingen

afam
erikanske

optioner
er
indfrielsesgræ

n-
sen,der

for
hvert

tidspunkt
angiver

ved
hvilken

pris,det
er
optim

alt
at
indfri

optionen.
D
er
ses

nu
på
en
option

givet
ved

Z
t
=
g(s,t)

(typisk
g(s,t)

=
e −
r
tP
(s)

som
i
sidste

afsnit),
og
der

defineres
h
(s,t)

=
su
p
τ∈
[t,T

] E
Q
(g
(S

τ ,τ
)),
hvor

processen
S
starter

i
S
t
=
s.
g
er
altså

optionens
um
iddelbare

indfrielses-
væ
rdi,

og
h
er
optionens

væ
rdi

givet,
at
den

indfries
optim

alt
i
frem

tiden.
D
et
ses

let,
at
h
(s,t)≥

g
(s,t).

Idet
der

fra
proposition

14
følger,

at
en
op-

tim
al
indfrielsesstrategi

er
givet

ved
τ ∗
=
in
f{t|

h
(S
t ,t)

=
g(S

t ,t)},
kan

indfrielsesregionen
E
(exercise

region)
defineres

som

E
=
{(s,t)∈

R
×
[0,T

]|
h
(s,t)

=
g(s,t))}

V
i
kan

nu
skrive

τ ∗
=
in
f{t|

(S
t ,t)∈

E},
og
det

vil
væ
re
optim

alt
at

indfri
optionen,

når
(S
t ,t)

er
i
E
,
og
ellers

beholde
den.

R
esultatet

om
kring

indfrielsesregionen
ovenfor

er
generelt,

m
ens

vi
ved

at
betragte

en
am
erikansk

salgsoption
kan

give
resultatet

en
m
ere

ligefrem
form

ulering
(D
uffi
e
2001,

p.
188).

I
dette

tilfæ
lde

kan
den

optim
ale

indfri-
elsesgræ

nse
(optim

al
exercise

boundary)
beskrives

m
ed
en
kontinuert

og
dif-

ferentiabel
funktion

S
af
tiden

t∈
[0,T

[.
M
ed
S
T
=
K
,
kan

det
optim

ale
stoptidspunkt

beskrives
m
ed

τ
0
=
in
f{t|

S
t ≤

S
t }.
Således

er
den

optim
ale

indfrielsesstrategifor
køberen

at
indfrioptionen,når

den
ram

m
er
indfrielses-

græ
nsen.
D
er
er
ikke

nogen
eksplicit

form
elfor

indfrielsesgræ
nsen,og

den
skalderfor

findes
m
ed
f.eks.

en
endelig

differens
m
etode.

V
i
ved

dog,
at
S
T
=
K
,
og
at

lim
t→
T
S
t
=
K
,når

r
f≤

r
d,og

lim
t→
T
S
t
=
K

r
d

r
f ,når

r
f
>
r
d
(B
asso,N

ardon
&
P
ianca

2002).
Intuitionen

i
dette

er,
at
hvis

den
forventede

stigning
på

valutakursen
r
d−

r
f
er
negativ,

vil
der

væ
re
tilfæ

lde,
hvor

det
bedre

kan
betale

sig
at
indfri

optionen
straks

og
indkassere

den
indenlandske

rente.
M
ere

m
atem

atisk
kan

det
form

uleres,
at
det

er
optim

alt
at
indfri

optionen
på
tidspunkt

t,
hvis

K
−
S
t ≥

e −
r
d(K
−
S
t e
(r
d−
r
f
)(T−

t)).
D
ette

giver
S
t ≤

K
(1−

e −
r
d
(T
−
t))

(1−
e −

r
f
(T
−
t)) ,
der

går
m
od
S
t ≤

K
r
d

r
f ,
når

T
−
t
går

m
od
0.

6.3
B
egræ

n
sn
in
g
ved

stan
d
ard

M
onte

C
arlo

til
am
erikan

ske
op
tion

er
I
m
ange

år
var

det
betragtet

som
en
praktisk

um
ulighed

at
benytte

M
onte

C
arlo

sim
ulation

til
at
prisfastsæ

tte
am
erikanske

optioner.
I
princippet

kan
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m
an
godt

finde
en
tilnæ

rm
else

til
V
∗0
=
su
p
τ∈
[0
;T
] E
(Z

τ |F
0 )
m
ed
standard

M
onte

C
arlo.

P
roblem

et
er
im
idlertid,

at
m
an
for

at
kunne

vide,
om

det
er

optim
alt
at
indfri

optionen
på
et
tidspunkt

t,
skal

sam
m
enligne

Z
t
m
ed
den

forventede
væ
rdiaf

at
beholde

optionen.H
vis
m
an
tildette

form
ålbruger

en
ny
M
onte

C
arlo

sim
ulation,

vil
antallet

af
sim
ulationer

vokse
eksponentielt

og
gøre

m
etoden

ubrugelig
i
praksis.

6.4
A
ltern

ative
m
etod

er
til

p
risfastsæ

ttelse
af
am
erikan

ske
op
tion

er
D
er
findes

naturligvis
andre

m
uligheder

til
prisfastsæ

ttelse
af
am
erikanske

optioner.D
e
fleste

af
disse

m
etoder

er
m
ere

velegnede,sålæ
nge

optionen
kun

afhæ
nger

af
én
tilstandsvariabel.D

a
endem

ålet
m
ed
denne

opgave
im
idlertid

er
at
prisfastsæ

tte
am
erikanske

optioner
i
SV
JD
-m
odellen,

vil
disse

m
etoder

skulle
gøres

m
ere

kom
plekse

i
større

eller
m
indre

grad.
H
er
vil

kort
blive

næ
vnt

de
m
est

udbredte
m
etoder.

Sam
m
en
m
ed
M
onte

C
arlo

m
etoden

var
brugen

af
binom

ialtræ
er
en
af

de
først

brugte
num

eriske
m
etoder

tilprisfastsæ
ttelse

af
optioner

(C
ox,R

oss
&
R
ubinstein

1979).
D
enne

m
etode

er
ganske

enkel
at
m
odificere

til
at
tage

højde
for

førtidig
indfrielse

(H
ull
2000b,

p.
210).

T
ilføjelsen

af
volatiliteten

som
ekstra

tilstandsvariabelkom
plicerer

im
idlertid

billedet
en
del,og

m
ulig-

heden
for
spring

afvilkårlig
størrelse

gør,at
der

skalfundam
entale

æ
ndringer

i
m
etoden

til,
for
at
den

kan
benyttes.

E
n
anden

m
ulighed

er
endelig

differens
m
etoden,der

norm
alt
er
den

m
est

oplagte
m
etode

tilam
erikanske

optioner
under

B
lack-Scholes-m

odellen.Im
id-

lertid
giver

udvidelserne
m
ed
spring

problem
er
på
sam

m
e
m
åde

som
for

bi-
nom

ialtræ
erne.

D
er
kan

dog
findes

en
im
plem

entation
af
H
estons

SV
-m
odel,

der
jo
er
et
specialtilfæ

lde
af
SV
JD
-m
odellen,

i
K
luge

(2002).
B
ates

(1996,
p.78,80)

om
taler,m

en
beskriver

ikke,en
endelig

differens
m
etode,der

tager
højde

for
spring.

B
ates

(1996,
p.
77-78)

bruger
en
analytisk

tilnæ
rm
else

til
at
tage

højde
for

førtidig
indfrielse

i
SV
JD
-m
odellen,

og
ved

en
sam

m
enligning

m
ed
hans

endelig
differens

m
etode

finder
han,

at
afvigelserne

er
ganske

sm
å.
D
enne

form
eler

relativt
let
at
im
plem

entere
og
hurtig

at
beregne,så

den
er
brugbar,

hvis
høj

præ
cision

ikke
er
nødvendig.

D
a
den

som
beskrevet

i
B
ates

(1991,
p.
1026)

er
en
udvidelse

af
form

len
fra

B
arone-A

desi
&
W
haley

(1987),
har

den
im
idlertid

det
handicap,

at
priserne

ikke
bliver

sæ
rligt

nøjagtige,
og
at

der
ikke

findes
en
param

eter
at
skrue

på,der
kan

øge
nøjagtigheden

(Ju
1998,

p.
628).
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E
ndnu

en
m
ulighed

er
at
finde

en
approksim

ation
til
indfrielsesgræ

nsen
(exercise

boundary).
D
ette

er
en
m
etode,

der
bruges

i
f.eks.

Ju
(1998).

H
er

udnyttes
det,

at
såfrem

t
m
an
kender

indfrielsesgræ
nsen,

kan
optionsprisen

findes
som

prisen
for

den
europæ

iske
option

plus
et
integrale,

der
afhæ

n-
ger

af
funktionen

for
indfrielsesgræ

nsen.
D
enne

funktion
tilnæ

rm
es
som

en
stykvis

eksponentielfunktion
og
prisen

kan
herefter

findes
m
ed
hurtige

num
e-

riske
m
etoder.T

zavalis
&
W
ant

(2003)
bruger

en
lignende

teknik,der
bruges

til
at
prisfastsæ

tte
optioner

i
H
estons

m
odel,

hvor
indfrielsesgræ

nsen
er
to-

dim
ensionel.

O
m
denne

teknik
m
ed
held

kan
udvides

til
m
odeller,

hvor
der

indgår
spring,

er
endnu

et
åbent

spørgsm
ål.

D
er
findes

også
alternative

m
åder,hvorpå

m
an
kan

bruge
M
onte

C
arlo

si-
m
ulation

tilat
prisfastsæ

tte
am
erikanske

optioner.H
eraf

er
m
etoden

forslået
i
B
roadie

&
G
lasserm

an
(1997)

den
m
est

om
talte

i
litteraturen.

D
enne

m
e-

tode
baserer

sig
på
at
prisudviklingen

for
det

underliggende
aktiv

sim
uleres

i
en
træ
struktur.

H
erefter

bruges
denne

inform
ation

til
at
finde

et
estim

at
for

optionens
væ
rdi,der

altid
villigge

over
den

sande
væ
rdi,og

et
andet

estim
at,

der
altid

vil
ligge

under
den

sande
væ
rdi.

B
egge

disse
estim

ater
vil
konver-

gere
m
od
den

sande
væ
rdi,

og
således

kan
m
etoden

finde
et
interval,

hvori
optionens

væ
rdi

ligger.
P
å
grund

af
træ
strukturen

er
m
etoden

ikke
så
nem

at
kom

binere
m
ed
et
sæ
dvanligt

M
onte

C
arlo

setup,
hvor

én
sti
sim
uleres

ad
gangen.

B
l.a.

derfor
er
m
etoden

noget
besvæ

rligere
at
im
plem

entere
end

L
ongstaff-Schw

artz
m
etoden.D

esuden
er
der

ikke
resultater,der

tyder
på,at

den
giver

m
ere

præ
cise

resultater.
D
en
har

dog
den

fordel,
at
hukom

m
elses-

forbruget
er
m
indre

end
for
L
SM
,
idet

alle
stier

ikke
behøves

at
blive

lagret
i
hukom

m
elsen

på
én
gang.E

n
im
plem

entation
af
denne

m
etode

kan
findes

i
E
skildsen

(2002).

6.5
L
east-squ

ares
M
onte

C
arlo

I
de
følgende

afsnit
vil
least-squares

M
onte

C
arlo

(L
SM
)
m
etoden

introdu-
ceret

i
L
ongstaff

&
Schw

artz
(2001)

blive
beskrevet.

Frem
stillingen

følger
C
lém

ent,
L
am
berton

&
P
rotter

(2002).
D
et
første

skridt
er
at
om
skrive

det
optim

ale
stopproblem

fra
kontinuert

tid
til
diskret

tid.
H
erved

bliver
det

m
uligt

at
bruge

de
sim
ulerede

M
onte

C
arlo

stier,
der

jo
i
deres

natur
er
diskrete,

til
at
udregne

den
initiale

op-
tionsvæ

rdi
U
0 .

S
og
Z
er
nu
defineret

som
diskrete

processer
(S
j )
j=
0
,...,n

og
(Z

j )
j=
0
,...,n

tilpasset
den

diskrete
filtrering

(F
j )
j=
0
,...,n .

Z
j
er
stadig

givet
som

funktion
af
processen

for
det

underliggende
aktiv

Z
j
=
e −
r
j∆
tP
(S
j ).
S
j
og
derfor

Z
j

antages
at
væ
re
en
M
arkov-processer,

og
der

gæ
lder

derfor
E
(Z

τ
|F

j )
=

78



E
(Z

τ |
S
j ).

M
ed
denne

diskretisering
bliver

(6.1)
til

V
∗0
=

su
p

τ∈{
0
,...,n} E

(Z
τ |F

0 )

M
ed
en
ligefrem

om
skrivning

af
(6.2)

bliver
Snell

envelopen
i
diskret

tid
(U

j )
j=
0
,...,n

U
n
=

Z
n

U
j
=

ess
su
p

τ∈{
j,...,n} E

(Z
τ |F

j )

D
a
Snell

envelopen
ikke

um
iddelbart

lader
sig

im
plem

entere,
om
skrives

denne
til
det

dynam
iske

program
m
erings

princip
som

følger.
P
å
hvert

tids-
punkt

j
sam

m
enlignes

afkastet
ved

øjeblikkelig
indfrielse

Z
j
m
ed
det

forven-
tede

afkast
ved

at
fortsæ

tte
E
(U

j+
1 |F

j ).H
erved

bliver
det

m
uligt

at
definere

U
j
rekursivt,

og
således

finde
frem

til
U
0 .

U
n
=

Z
n

U
j
=

m
ax
(Z

j ,E
(U

j+
1 |F

j )),
for
0≤

j≤
n−

1

V
ed
at
definere

τ
j
istilm

ed
definitionen

afden
rationelle

indfrielsestaktik
fra
proposition

14
τ
j
=
m
in
(k≥

j|
U
k
=
Z
k )

kan
U
j
også

skrives
som

U
j
=
E
(Z

τ
j |F

j )

Specielt
har

vi,
at
E
(U

0 |F
0 )
=
E
(Z

τ
0 |F

0 )
=
su
p
τ∈{

0
,...,n} E

(Z
τ |F

0 ),
der

jo
netop

er
den

ønskede
optionsvæ

rdi.
D
et
dynam

iske
program

m
erings

princip
kan

også
form

uleres
ved

hjæ
lp
af

optim
ale

stoptidspunkter
τ
j

τ
n
=

n

τ
j
=

j1
A
j
+

τ
j+
1 1
A
cj ,
for
0≤

j≤
n−

1

hvor
1
A
j
er
indikatorfunktionen,

der
er
lig
1,
når

Z
j ∈

A
j ,
og
0
ellers,

A
cj

er
A
j ’
kom

plem
ent

og

A
j
=
{
Z
j ≥

E
(Z

τ
j
+
1 |F

j )}

A
j
kan

også
skrives
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A
j
=
{Z

j ≥
U
j+
1 }

O
g
den

rekursive
definition

kan
form

uleres
for
U

U
n
=

Z
n

U
j
=

Z
j 1
A
j
+
U
j+
1 1
A
cj ,
for
0≤

j≤
n−

1

T
iden

er
nu
kom

m
et
tilat

introducere
det

fundam
entale

skridt
iL
ongstaff-

Schw
artz

m
etoden,nem

lig
at
den

betingede
forventning

på
tidspunkt

j
E
(Z

τ
j
+
1 |

F
j )
kan

tilnæ
rm
es
ved

hjæ
lp
af
regression

m
ed
m
indste

kvadraters
m
etode.

T
il
dette

bruger
vi
m
basisfunktioner,

der
for

form
elt

at
kunne

garantere
konvergensen

af
m
etoden,

skal
væ
re
de
m
første

funktioner
i
en
ræ
kke,

der
udgør

en
basis

i
et
H
ilbert

rum
.
D
et
kan

f.eks.
væ
re
L
egendre

polynom
ierne

som
defineret

iafsnit
4.4.1.I

praksis
viser

det
sig
im
idlertid,at

standardm
o-

nom
ierne

1,x
,x
2,...,x

m
−
1
giver

tilstræ
kkelig

konvergens.
B
asisfunktionerne

betegnes
m
ed
(e
k (x
))
k≥
1 .M

ed
P
mj
(z)

betegnes
projek-

tionen
af
væ
rdien

af
z
ned

på
rum

m
et
udspæ

ndt
af{e

1 (S
j ),...,e

m
(S
j )}.

For
m
<
∞
vil
projektionen

kun
væ
re
en
tilnæ

rm
else,

og
m
ed

τ
[m
]

j
betegnes

den
stoptid,der

frem
kom

m
er,når

der
bruges

m
funktioner

tiltilnæ
rm
elsen.M

ed
denne

notation
fås

τ
[m
]

n
=

n

τ
[m
]

j
=

j1
A
j
+

τ
[m
]

j+
1 1
A
cj

hvor
A
j
=
{Z

j ≥
P
[m
]

j
(Z

[m
]

τ
j
+
1 )∧

Z
j
>
0}.

B
etingelsen

Z
j
>
0
gør,

at
kun

de
stier,

hvor
optionen

er
in-the-m

oney
bliver

betragtet.
D
ette

gør,
at
m
etoden

bliver
num

erisk
m
ere

effektiv.
Idet

der
antages,

at
kursen

S
0
er
kendt

på
tidspunkt

0
og
Z
0
således

er
determ

inistisk,
haves

følgende
tilnæ

rm
else

til
væ
rdien

på
tidspunkt

0:

U
m0
=
m
ax
(Z

0 ,E
(Z

τ
[m
]

1
|F

1 ))

D
er
er
im
idlertid

endnu
ikke

fundet
en
num

erisk
væ
rdi

for
U
m0
.
D
erfor

udføres
en
yderligere

tilnæ
rm
else,

der
bruger

M
onte

C
arlo

sim
ulation

til
at

tilnæ
rm
e
E
(Z

τ
[m
]

1
|F

1 ).
T
il
dette

form
ål
sim
uleres

der
ligesom

ved
standard

M
onte

C
arlo

M
stier

m
ed
n
tidsinddelinger

(S
(1
)

j
,...,S

(M
)

j
).
I
dette

tilfæ
lde

er
det

im
idlertid

nødvendigt
at
gem

m
e
de
resulterende

sim
ulerede

stier,
så

de
alle

er
til
rådighed

sam
tidigt,

idet
dette

gør
det

m
uligt

at
udnytte

infor-
m
ationen

på
tvæ

rs
af
stierne.
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For
hver

sti
i∈

{
1,...,N

}
kan

det
optim

ale
stoptidspunkt

nu
findes

ved
at
arbejde

baglæ
ns:

τ
i,m

,M
n

=
n

τ
i,m

,M
j

=
j1

A
j
+

τ
j+
1 1
A
cj

hvor
vi
nu
bruger

A
j
=
{
Z
j ≥

α
(m
,M
)

j
·
e
m
(S

(i)
j
)∧
Z
j
>
0}

(6.3)

H
er
betegner

x·
y
det

sæ
dvanlige

prikprodukt
m
ellem

to
vektorer,

og
α
j

er
param

etrene
i
regressionen,

der
findes

m
ed

α
(m
,M
)

j
=
arg

m
in

a∈
R
m

M
Xi=
1 µ
1{
Z
(i)
j
>
0} (Z

(i)

τ
i,m

,M
j
+
1

−
a·e

m
(S

(i)
j
) ¶

2

(6.4)

Igen
er
1{
Z
(i)
j
>
0}
taget

m
ed
for
at
sørge

for
at
kun

in-the-m
oney

stier
tages

m
ed
i
regressionen.

U
d
fra
de
fundne

variable
τ
i,m

,M
j

bliver
tilnæ

rm
elsen

til
U
m0
således

U
m
,M

0
=
m
ax Ã

Z
0 ,
1M

M
Xi=
1

Z
(i)

τ
i,m

,M
1 !

(6.5)

D
ette

er
den

endelige
optionsvæ

rdi,
og
der

kan
skrives

bF
(0,S

0 )
=
U
m
,M

0

I
form

lerne
(6.4)

og
(6.5)

kan
Z
(i)

τ
i,m

,M
j
+
1

erstattes
m
ed
U
(i)
j+
1 ,idet

de
netop

er

lig
hinanden.

D
ette

er
en
fordel

i
im
plem

enteringen
af
algoritm

en,
idet

det
bliver

unødvendigt
at
holde

styr
på
Z
-væ
rdierne.

K
ildekoden

til
algoritm

en
kan

findes
i
afsnit

D
.4.2

og
brugen

er
dem

on-
streret

i
afsnit

C
.6.

6.6
K
onvergen

s-resu
ltater

L
æ
g
m
æ
rke

til,at
der

iløbet
afproceduren

er
udført

3
tilnæ

rm
elser.F

ørst
og

frem
m
est
behandles

problem
et
idiskret

tid
og
der

bruges
en
E
uler-tilnæ

rm
else

el.lign.
til
at
sim
ulere

M
onte

C
arlo

stierne.
D
enne

tilnæ
rm
else

kan
forbedres

ved
at
skrue

på
param

eteren
n
,
der

er
antallet

af
tidsintervaller.

D
ernæ

st
tilnæ

rm
er
vi
U
0
ved

at
projicere

Z
j
ned

på
et
underrum

bestående
af
m

basisfunktioner.
D
enne

tilnæ
rm
else

U
m0
kan

forbedres
ved

at
forøge

m
.
T
il

81

sidst
udføres

regressionen
ved

at
bruge

inform
ationen

på
tvæ

rs
afde

M
stier,

hvorved
vifår

U
m
,M

0
.
Igen

er
tilnæ

rm
elsen

bedre,jo
flere

stier
M
der

bruges.
P
å
trods

af
alle

disse
tilnæ

rm
elser

kan
det

bevises,
at
den

tilnæ
rm
ede

væ
rdi bF

(0,S
0 )
fundet

m
ed
L
ongstaff

Schw
artz

m
etoden

konvergerer
m
od

den
sande

væ
rdi

F
(0,S

0 ),
når

n
,
m
og
M
går

m
od
uendelig.

I
L
ongstaff

&
Schw

artz
(2001,p.125)

sandsynliggøres
det,at

dette
er
rigtigt,m

ens
grundige

beviser
findes

iC
lém

ent
et
al.(2002,p.455)

og
E
gloff

&
M
in-O

o
(2002).D

isse
inkluderer

dog
ikke

bevis
for
en
konvergens

til
den

sande
optionsvæ

rdi,
m
en

kun
et
bevis

for
konvergensen

afvæ
rdien

efter
at
stien

er
diskretiseret.B

eviset
for

konvergensen
af
den

diskrete
tilnæ

rm
else

til
det

kontinuerte
tilfæ

lde
er

m
ere

kom
pliceret

(E
gloff

&
M
in-O

o
2002,

p.
4).

E
t
andet

nyttigt
resultat

er
følgende,

der
siger,

at
væ
rdien

fundet
m
ed

sim
ulation

vilvæ
re
opad

begræ
nset

afden
sande

væ
rdi.D

ette
virker

intuitivt,
idet

en
hvilken

som
helst

anden
stopregelend

den
optim

ale,og
altså

herm
ed

også
stopreglen

fundet
m
ed
L
SM
,vilresultere

ien
væ
rdifor

den
am
erikanske

option,
der

er
lig
m
ed
eller

m
indre

end
væ
rdien

ved
optim

al
indfrielse.

L
idt

løst
form

uleret:

P
rop

osition
15

(Longstaff
&
Schw

artz
2001,

p.
124)

For
alle

endelige
væ
r-

dier
af
m
og
n
gæ
lder

F
(0,S

0 )≥
lim
M
→
∞
U
m
,M

0

M
ed
hensyn

til
valget

af
antallet

og
typen

af
basisfunktionerne,

viser
flere

undersøgelser,
at
det

kun
er
nødvendigt

m
ed
et
lille

antal
funktioner,

og
at
m
onom

ierne
S
,
S
2,
S
3
frem

for
de
m
ere

kom
plicerede

polynom
iefa-

m
ilier

som
f.eks.

L
egendre-polynom

ierne,
giver

tilstræ
kkelig

god
konvergens

(Stentoft
2001,

p.
15-16),

(L
ongstaff

&
Schw

artz
2001,

p.
142-143).

M
oreno

&
N
avas

(2001)
undersøger

10
forskellige

typer
polynom

ier
og
kom

m
er
til

sam
m
e
konklusion

for
en
standard

salgsoption,
m
ens

resultaterne
for

m
ere

kom
plicerede

derivater
ikke

er
entydig.

M
orera

(2003)
undersøger

w
avelet

transform
s
som

alternativ
til
forskellige

typer
basisfunktioner

og
finder,

at
der

m
ed
w
avelet

transform
s
kan

opnås
sam

m
e
præ

cision
m
ed
kortere

bereg-
ningstid.
C
lém

ent
et
al.

(2002,
p.
458)

giver
resultater

om
kring

hastigheden
af

konvergensen,og
Stentoft

(2001,p.16)
beskriver

en
im
plem

enteringsm
etode,

der
giver

m
ulighed

for
at
udregne

sam
m
e.

6.7
M
in
d
ste

kvad
raters

m
etod

e
I
im
plem

entationen
af
algoritm

en
er
det

kun
nødvendigt

at
gem

m
e
væ
rdien

af
vektoren

U
og
rent

program
m
eringsm

æ
ssigt

bliver
m
etoden

noget
sim
p-
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lere.
E
n
vigtig

del
af
im
plem

entationen
er
im
idlertid

algoritm
en
til
m
indste

kvadraters
m
etode,

og
denne

vil
derfor

blive
beskrevet

her.
P
roblem

et
fra

(6.4)
er
et
problem

m
ed
m
indste

kvadraters
m
etode.

V
ek-

toren
b
defineres

nu
som

de
U
j
=
Z
(i)

τ
i,m

,M
j
+
1

,
hvor

Z
(i)
j
>
0,
og
tilsvarende

vektoren
x
som

de
S
(i)
j
,
hvor

Z
(i)
j
>
0.
Y
derm

ere
sæ
ttes

e
1 (x
)
=
x
0
=
1,

e
2 (x
)
=
x
1
=
x
og
e
i (x
)
=
x
i−
1,
så
vektoren

e
m
(x
)
=
(1,x

,...,x
m
−
1).
D
e-

signm
atricen

A
defineres

som
en
M
×
m
m
atrix,

hvor
A
ij
=
e
j (x

i ).
I
dette

tilfæ
lde

bliver
designm

atricen
den

såkaldte
V
anderm

onde-m
atrix

A
= 

1
x
1

x
21

···
x
m
−
1

1

1
x
2

x
22

···
x
m
−
1

2
...
...

...
...

...
1
x
M

x
2M

···
x
m
−
1

M


M
ed
disse

definitioner
kan

(6.4)
form

uleres
som

(P
ress

et
al.1992,p.665,

671)

α
=
arg

m
ina |A

·
a−

b| 2

D
ette

problem
løses

effektivt
ved

hjæ
lp
af
singulæ

r
væ
rdi

dekom
position

(SV
D
),
der

kort
fortalt

går
ud
på,

at
en
M
×
m
m
atrix

A
,
kan

skrives
som

m
atrixproduktet

A
=
U
S
V
T,
hvor

S
er
en
m
atrix

m
ed
singulæ

rvæ
rdierne

i
diagonalen

(P
ress

et
al.
1992,

p.
53).

D
en
pseudoinverse

af
A
kan

skrives
A
−
1
=
V
S
−
1U

T.
V
ed
hjæ

lp
af
denne

kan
α
findes

som

α
=
V
S
−
1U

T
b

Idet
S
−
1er

en
diagonalm

atrix
findes

den
inverse

m
eget

enkelt
ved

at
tage

den
reciprokke

væ
rdi

1Sii
afalle

diagonalelem
enterne.D

og
skalm

an
tage

højde
for,at

nogle
afdisse

kan
væ
re
nul(dette

sker
når

A
er
singulæ

r).L
igeledes

kan
m
an
risikere,

at
S
ii
er
m
eget

tæ
t
på
nul,

hvilket
kan

gøre
m
etoden

num
erisk

ustabil.D
erfor

bør
alle

væ
rdier,hvis

forhold
m
ed
den

største
singulæ

re
væ
rdi

er
m
indre

end
m
gange

m
askinens

epsilon
(det

m
indste

tal
processoren

kan
repræ

sentere)
(P
ress

et
al.
1992,

p.
672).

E
fter

at
have

fundet
param

etervektoren
α
,kan

approksim
ationen

tilvæ
r-

dien
m
ed
de
givne

funktioner
findes

som

bb
=
A
α

D
enne

vektor
indeholder

præ
cis
de
væ
rdier,

der
er
den

forventede
fort-

sæ
ttelsevæ

rdi
for
de
enkelte

stier,
der

bruges
i
(6.3).

bb
(i)
=

α
(m
,M
)

j
·
e
m
(S

(i)
j
)

83

Således
kan

disse
væ
rdier

bruges
til
at
finde

den
næ
ste

U
(i)
j

U
(i)
j
=
m
ax
(Z

(i)
j
, bb
(i))

K
ildekoden

til
m
indste

kvadraters
m
etode

kan
findes

i
afsnit

D
.4.4.

6.8
B
enyttelse

p
å
S
V
JD
-sti

For
at
kunne

benytte
den

ovenfor
beskrevne

algoritm
e
på
en
sti
genereret

i
SV
JD
-m
odellen

er
det

nødvendigt
at
lade

begge
tilstandsvariabler

indgå
i
regressionen.

Springkom
ponenten

derim
od
er
ikke

en
tilstandsvariabel

og
skal

ikke
indgå.

D
esignm

atricen
for
et
givet

par
af
tilstandsvariable

(s,v
)
på

tidspunkt
t,
når

der
bruges

m
onom

ier
op
til
2.
grad,

får
udseendet

A
= 

1
s
1

s
21

v
1

v
21

1
s
2

s
22

v
2

v
22

...
...

...
...

...
1
s
M

s
2M

v
M

v
2M 

K
ildekoden

tilL
SM

algoritm
en
iSV

JD
-tilfæ

ldet,kan
findes

iafsnit
D
.5.2,

og
brugen

dem
onstreres

i
C
.7.

6.9
K
ontrolvariab

el-tekn
ik

V
ed
brug

af
L
SM
-algoritm

en
har

vi
en
oplagt

kontrolvariabel
i
form

af
den

europæ
iske

pris
for

de
sam

m
e
m
odel-param

etre.
D
ette

gæ
lder

både
for

B
S-

m
odellen

og
SV
JD
-m
odellen.M

ed
notationen

fra
afsnit

5.6
sæ
ttes

F
S
lig
den

europæ
iske

pris
fundet

m
ed
den

analytiske
form

el, bF
S
sæ
ttes

lig
den

pris
som

den
sim
ulerede

sti
giver

for
en
europæ

isk
option

og bF
K
sæ
ttes

lig
den

pris
som

L
SM

giver
for
den

sim
ulerede

sti.D
et
forbedrede

estim
at
for
stien

findes
så
m
ed
( bF

K − bF
S
)
+
F
S
som

tidligere
forklaret.H

vor
stor

en
variansreduktion

dette
giver

undersøges
næ
rm
ere

i
afsnit

7.5.
K
ontrolvariabel-teknikken

ville
kunne

forbedres
yderligere

ved
at
finde

den
optim

ale
væ
rdi

θ ∗,
der

derefter
bruges

i
udtrykket bF

K
+

θ ∗(F
S − bF

S )
(R
asm

ussen
2002,

p.
10),

(B
oyle

et
al.
1997,

p.
1275).

A
ndre

forslag
til
at

forbedre
kontrolvariabel-teknikken

ved
brug

af
L
SM
-m
etoden

kan
findes

i
R
asm

ussen
(2002)

og
T
ian

&
B
urrage

(2003).
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6.10
R
ed
u
ktion

af
hu
kom

m
elsesforb

ru
g

E
n
ulem

pe
ved

L
SM

er,
at
den

har
et
ret

stort
hukom

m
elsesforbrug,

idet
sam

tlige
stier

skal
lagres

i
hukom

m
elsen

for
at
væ
re
klar

til
at
bruge

i
re-

gressionen.
D
ette

problem
opstår

prim
æ
rt,
fordi

stierne
sim
uleres

frem
ad
på

trods
af,
at
algoritm

en
arbejder

baglæ
ns.

Således
bliver

det
nødvendigt

at
lagre

N
∗
m
tal

under
hele

proceduren.
(H
vis

også
volatiliten

indgår
som

tilstandsvariabel
skal

dette
tal
yderligere

ganges
m
ed
2.)
D
ette

problem
kan

delvist
im
ødegås

ved
at
sim
ulere

stierne
baglæ

ns,
så
det

kun
er
nødven-

digt
at
lagre

N
tal.

For
tilfæ

ldet,
hvor

aktivet
følger

en
geom

etrisk
brow

nsk
bevæ

gelse
kan

stierne
sim
uleres

baglæ
ns
ved

hjæ
lp
af
brow

nian
bridges,

som
beskrevet

i
Stentoft

(2002,
p.
29).

T
ilsvarende

teknikker
ville

kunne
findes

for
SV
-m
odellen,og

det
sam

m
e
er
m
uligvis

tilfæ
ldet

for
SV
JD
-m
odellen,der

inkluderer
spring.D

enne
teknik

er
dog

ikke
im
plem

enteret
idet

m
edfølgende

program
.

E
n
anden

m
etode,

der
kan

bruges
til
at
reducere

hukom
m
elsesforbruget

er
at
sim
ulere

stien
m
ed
sam

m
e
antal

punkter
m
en
benytte

et
m
indre

antal
punkter

iL
ongstaff-Schw

artz
algoritm

en.D
ette

betyder
ipraksis,at

antallet
af
tidspunkter,

hvor
førtidig

indfrielses
tillades,

reduceres.
D
en
am
erikanske

option,
der

i
princippet

kan
indfries

på
alle

kontinuerte
tidspunkter,

bliver
således

i
højere

grad
end

tidligere
tilnæ

rm
et
m
ed
en
berm

uda
option,

der
kun

kan
indfries

på
et
antal

diskrete
tidspunkter.

U
dover

en
forbedring

af
hukom

m
elsesforbruget

reducerer
denne

m
etode

også
antallet

af
udregninger

og
algoritm

en
bliver

således
væ
sentligt

hurtigere
m
od
en
reduktion

af
nøj-

agtigheden.
D
enne

m
etode

er
im
plem

enteret
i
det

m
edfølgende

program
for

SV
JD
-tilfæ

ldet,
da
det

her
er
nødvendigt

m
ed
en
finere

tidsinddeling,
idet

sim
ulationen

af
stien

kun
er
en
tilnæ

rm
else.D

erim
od
er
det

ikke
nødvendigt

i
B
S-tilfæ

ldet,
da
sim
ulationen

alligevel
er
nøjagtig

som
vist

i
form

el
(5.5).

6.11
In
d
frielsesgræ

n
sen

for
L
S
M

H
vis

m
an
ønsker

en
tilnæ

rm
else

til
den

indfrielsesgræ
nse,

der
ligger

im
plicit

i
L
ongstaff-Schw

artz
m
etoden,

kan
m
an
finde

den
ved

at
plotte

punkterne
(τ
i,m

,M
j

∆
t,S

(i)

τ
i,m

,M
j

).H
vert

afdisse
M
punkter

(t,S
t )
vilrepræ

sentere
det

sted

på
hver

enkelt
sti,hvor

det
ifølge

L
SM
-algoritm

en
har

væ
ret
optim

alt
at
indfri

optionen.D
enne

beslutning
er,som

det
er
forklaret

iafsnit
6.5

baseret
på
den

inform
ation,

der
ligger

i
de
øvrige

sim
ulerede

stier.
D
a
m
etoden

er
iboende

tilnæ
rm
elsesvis,vilde

fundne
indfrielsespunkter

ikke
væ
re
optim

ale,m
en
kun

tilnæ
rm
elsesvist

optim
ale.I

figur
6.1
er
vist,hvor

indfrielsespunkterne
ligger

i
forhold

tilden
sande

indfrielsesgræ
nse

fundet
m
ed
endelig

differens
m
etoden.

85

F
igur

6.1:
Indfrielsespunkter

(lysegrå)
fundet

m
ed
L
SM

sam
m
enlignet

m
ed
indfri-

elsesgræ
nsen

fundet
m
ed
endelig

diff
erens

(m
ørkegrå).

D
e
sorte

fejlbarer
angiver

gennem
snittet

m
ed
en
standardafvigelse

på
hver

side
for

indfrielsespunkterne
for

hver
tidstrin.D

e
brugte

param
etre

til
B
S-m

odellen
er
K
=
38,

T
−
t
=
1,
S
0
=
4
0,

r
f
=
0
.08,

r
d
=
0.06,

σ
=
0
.1
5.
D
er
er
brugt

100000
stier.

I
SV
JD
-m
odellen

er
både

S
t
og
V
t
tilstandsvariable

og
indfrielsesgræ

n-
sen

er
således

3-dim
ensionel

og
bliver

til
en
flade.

For
SV
-tilfæ

ldet
er
dette

illustreret
i
T
zavalis

&
W
ant

(2003,
p.
42).

H
vis
der

indgår
flere

tilstandsva-
riable

i
form

af
flere

underliggende
aktiver,

bliver
indfrielsesgræ

nsen
3-
eller

fler-dim
ensionel.

V
ed
brug

afL
SM
-m
etoden

er
det

m
uligt

at
kom

m
e
frem

tilen
tilnæ

rm
else

til
den

3-dim
ensionelle

indfrielsesgræ
nse

ved
at
gruppere

de
fundne

indfriel-
sespunkter

(t,S
t ,V

t )
efter

volatiliteten
og
derved

lave
en
slags

niveaukurver.
D
ette

er
illustreret

ifigur
6.2.D

et
ses,at

jo
lavere

volatiliten
er,jo

højere
skal

kursen
væ
re,for

at
det

kan
betale

sig
at
indfrioptionen.P

å
sam

m
e
m
åde

som
for
den

to-dim
ensionelle

indfrielsesgræ
nse

ses
det,at

der
er
indfrielsespunkter

tæ
t
ved

t
=
0,
der

ligger
urealistisk

højt.
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F
igur

6.2:
N
iveaukurver

for
indfrielsesgræ

nsen
konstrueret

ved
at
grupp

ere
volati-

liteten
√
V
t
i
intervallerne

[0;0
.1],

]0.1;0
.15]

og
]0.15;∞

[.
K
urverne

er
baseret

på
indfrielsespunkter

fra
sim
ulation

af
2*10000

stier.
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7
N
u
m
eriske

resu
ltater

I
dette

kapitelvilde
resultater,som

det
udarbejdede

program
udregner,blive

præ
senteret.F

ørst
vildet

blive
afprøvet

om
program

m
et
regner

rigtigt
ved

at
sam

m
enligne

de
givne

M
onte

C
arlo

resultater
m
ed
de
analytiske

løsninger.
Sam

tidigt
vil
det

blive
præ

senteret,
hvor

store
forbedringer

i
resultaterne,

som
brugen

af
antitetiske

stier
og
kontrolvariabelteknikken

giver.
D
e
M
athem

atica-dokum
enter,

der
er
benyttet

til
udregninger,

kan
findes

på
den

m
edfølgende

C
D
-R
O
M
(se
bilag

B
).D

ette
gør

det
sim
pelt

at
gentage

testene
eller

lave
flere

testkørsler
m
ed
andre

param
etervæ

rdier.
D
a
der

ved
en
ny
kørsel

af
testene

im
idlertid

vil
blive

valgt
nye

seeds
til
M
onte

C
arlo

algoritm
en
vilresultaterne

ikke
væ
re
de
sam

m
e
som

de
viste

resultater
(m
en

forhåbentligt
konsistente).

7.1
M
onte

C
arlo

B
lack-S

ch
oles

For
at
kunne

vurdere
de
beregnede

væ
rdier,

der
findes

m
ed
de
m
etoder,

der
er
udviklet

i
denne

afhandling,
er
det

form
ålstjenligt

at
kunne

sam
m
enligne

m
ed
en
kendt,

velafprøvet
m
etode.

D
erfor

sam
m
enlignes

M
onte

C
arlo

m
eto-

den
i
dette

underafsnit
derfor

m
ed
den

analytiske
løsning

for
B
lack-Scholes

m
odellen.
Som

param
etre

er
valgt

de
B
lack-Scholes

param
etre,

der
svarer

til
para-

m
etrene

for
m
bas

i
7.1.

V
olatiliteten

er
valgt

til
σ
=
0.15,

selvom
den

B
lack-

Scholes
volatilitet,

der
svarer

til
SV
JD
-m
odellen

strengt
taget

er
0.150001.

D
en
analytiske

pris
udregnet

m
ed
(2.14)

bliver
0.37636.D

enne
væ
rdiantages

M
od
el

S
t

r
d

r
f

√
V
t

σ
v

q
αβ
∗

β ∗
ln
2

β
∗

ρ
λ

k ∗
δ

m
b
as

4
0

0
.0
8

0
.0
6

0
.1
5

0
.1
5

0
.1
5

4
0
.1
7
3
3

0
0

0
0

m
V
t

40
0.08

0.06
0
.2

0.15
0.15

4
0.1733

0
0

0
0

m
sigm

av
40

0.08
0.06

0.15
0
.3

0.15
4

0.1733
0

0
0

0
m
rh
o

40
0.08

0.06
0.15

0.15
0.15

4
0.1733

0.1
0

0
0

m
ju
m
p

40
0.08

0.06
0
.11

1
8

0
.2

0
.1
1
18

4
0.1733

0
2

0
0
.07

T
ab
el
7.1:

M
odelparam

etre
brugt

i
b
eregningstestene.

M
odellerne

er
opstillet

som
variationer

af
en
basism

odel.
V
æ
rdierne

er
de
sam

m
e
som

i
B
ates

(1996,
p.
80).
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b
enchm

arkpris
den

pris,
der

b
etragtes

som
den

sande
pris

M
C
pris

en
enkelt

pris
udregnet

m
ed
M
onte

C
arlo

sim
ulation

std.fejl
den

estim
erede

standardfejl
for

M
C
prisen

bias
den

gennem
snitlige

afvigelse
fra
b
enchm

arkprisen,ba-
seret

på
100

sim
ulationer

std.afv.
standardafvigelsen

på
de
100

sim
ulationer,

sam
tidigt

et
estim

at
for

standardfejlen
b
eregn.tid

b
eregningstid

i
sekunder

T
ab
el
7.2:

B
eskrivelse

af
b
etegnelser

brugt
i
tab
ellerne

m
ed
b
eregningstest

for
M
onte

C
arlo

sim
ulationer.

(uden
de
store

skrupler)
som

væ
rende

korrekt
og
kaldes

benchm
arkprisen.

D
e
priser,der

udregnes
m
ed
M
onte

C
arlo

m
etoden,sam

m
enlignes

nu
m
ed

den
analytiske

pris
på
følgende

m
åde.F

ørst
udregnes

en
pris

m
ed
tilhørende

standardfejl
vha.

M
onte

C
arlo

for
at
give

en
indikation

af
hvilket

resultat
m
an
får

ved
én
alm

indelig
udregning

m
ed
det

givne
antal

stier.
D
ernæ

st
foretages

der
100

nye
beregninger

og
den

gennem
snitlige

afvigelse
fra
bench-

m
arkprisen

beregnes
1
1
0
0 P

1
0
0

i=
1 ( bF

i −
F
).H

erved
er
det

m
uligt

at
se
om

M
onte

C
arlo

m
etoden

regner
system

atisk
forkert.

Sam
tidigt

udregnes
standardaf-

vigelsen
for

de
beregnede

priser,
hvilket

giver
et
estim

at
for

standardfejlen
(B
oyle

et
al.
1997,

p.
1278).

D
esuden

angives
beregningstiden

i
sekunder

for
en
enkelt

pris
på
en
P
entium

III
1
G
H
z
P
C
m
ed
522

M
B
R
A
M
.
E
n
oversigt

over
de
udregnede

tal
ses

i
tabel

7.2.
I
tabel

7.3
vises

udregnede
priser

for
forskellige

antal
stier

m
ed
og
uden

brug
af
antitetiske

stier.
D
a
det

ikke
forbedrer

præ
cisionen

at
bruge

flere
tidstrin,er

der
brugt

ét
tidstrin.Som

forventet
viser

bias-tallene,at
der

ikke
er
en
system

atisk
afvigelse

fra
den

analytiske
pris.

D
et
ses

at
brugen

af
antitetiske

stier
ikke

giver
en
væ
sentlig

anderledes
bias,

m
en
at
variansen

og
derm

ed
standardfejlen

som
forventet

reduceres.
D
a
brugen

af
antitetiske

stier
kun

forøger
beregningstiden

m
inim

alt
er
det

således
oplagt

at
bruge

disse.
P
å
trods

af,
at
der

brugt
antetiske

stier,
er

standardfejlen
im
idlertid

stadig
estim

eret
til
0.00064

ved
brug

af
1000000

stier.
D
et
kan

derfor
konstateres,

at
der

for
det

valgte
eksem

pel
skal

bruges
m
ere

end
en
m
illion

stier
for

at
opnå

præ
cision

ud
på
4.
decim

al.
D
a
stan-

dardfejlen
afhæ

nger
af
antallet

af
stier

m
ed
faktoren

1
√
M
vil
det

ikke
hjæ

lpe
væ
sentligt

at
tilføje

flere
stier.D

ette
illustrerer

den
ulem

pe
ved

M
onte

C
arlo

m
etoden,

som
m
å
accepteres

for
at
få
m
etodens

store
fleksibilitet,

nem
lig
at

beregningstiden
firdobles,

hvis
præ

cisionen
ønskes

fordoblet.
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stier
1000

10000
50000

100000
1000000

rå

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.41265
0.03090
0.00301
0.02780

0.00

0.38145
0.00917
-0.00011
0.01014

0.03

0.38011
0.00412
0.00034
0.00398

0.18

0.37708
0.00290
-0.00009
0.00329

0.36

0.37668
0.00092
0.00009
0.00096

3.55

antitetisk

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.41913
0.01958
0.00150
0.01885

0.00

0.37581
0.00588
-0.00032
0.00630

0.04

0.37590
0.00265
-0.00033
0.00251

0.19

0.37877
0.00187
-0.00011
0.00187

0.39

0.37563
0.00059
0.00005
0.00064

3.81

T
ab
el
7.3:

Sam
m
enligning

af
M
onte

C
arlo

optionspriser
m
ed
den

analytiske
pris

i
B
S-m

odellen.
B
enchm

arkprisen
er
0.37636.

P
riserne

er
for

en
salgsoption

m
ed

K
=
38
og
T
-t=
0.25.

σ
=
0.15

og
øvrige

param
etre

som
m
bas

i
tab
el
7.1.

D
er
er

brugt
1
tidstrin,

og
det

indikerede
antal

stier.

7.2
M
onte

C
arlo

S
V
JD

I
lighed

m
ed
prisen

for
en
europæ

isk
option

under
B
lack-Scholes

m
odellen

kan
de
udregnede

priser
i
SV
JD
-m
odellen

sam
m
enlignes

m
ed
en
analytisk

form
el,
idet

denne
er
im
plem

enteret
i
det

m
edfølgende

program
.
T
il
bereg-

ningstesten
bruges

param
etrene

for
m
bas

itabel7.1.B
enchm

arkvæ
rdien

fin-
des

til
0.37443

m
ed
den

sem
i-analytiske

form
el
(4.5).

I
tabel

7.4
er
effekten

af
antallet

af
stier

på
sim
ulationens

præ
cision

vist.
Idet

nøjagtigheden
af
si-

m
ulationen

af
stien

afhæ
nger

af
antallet

af
tidsinddelinger,

er
der

brugt
100

tidstrin.
V
ed
sam

m
enligning

m
ed
tabel

7.3
ses

det,
at
der

ikke
er
væ
sentligt

højere
bias,

og
at
standardfejlen

ikke
er
højere

for
SV
JD
-m
odellen

end
for

B
S-m

odellen.
D
ette

påviser,
at
sim
ulationen

af
SV
JD
-stien

er
korrekt

for
de

valgte
param

etervæ
rdier.

Forøgelsen
i
beregningstid

ved
brug

af
antitetiske

stier
er
lidt

større
i

SV
JD
-tilfæ

ldet
(16%

m
od
7%
).
D
ette

skyldes
prim

æ
rt,
at
der

bruges
flere

tidstrin.
D
og
er
fordelen

ved
brug

af
den

variansreducerende
teknik

stadig
åbenlys.
D
a
det

naturligvis
ikke

er
tilstræ

kkeligt
at
afprøve

korrektheden
afudreg-

ningerne
for
ét
valg

afparam
etervæ

rdier,udregnes
nu
talfor

de
forskellige

sæ
t

af
param

etervæ
rdier,der

er
listet

itabel7.1
og
aftalekursen

K
varieres

også.
T
iludregningen

bruges
der

10000
stier,da

det
giver

en
fornuftig

afvejning
af

præ
cision

og
beregningstid.Som

benchm
ark

bruges
igen

den
sem

i-analytiske
form

el
for
SV
JD
-m
odellen.Idet

de
brugte

param
eter

er
de
sam

m
e
som

i
B
a-

tes
(1996,

p.
80),

er
det

sam
tidigt

m
uligt

at
sikre,

at
im
plem

entationen
af

den
analytiske

form
el
er
korrekt.

D
et
viser

sig,
at
priserne

er
præ

cise
op
til

de
3
decim

aler,
der

er
vist

i
B
ates-artiklen.

R
esultaterne

er
vist

i
tabel

7.5.
For

param
etervalgene

m
bas

og
m
sigm

av
er
der

ingen
system

atisk
bias

og
standardfejlene

er
af
sam

m
e
størrelseorden
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1000
10000

50000
100000

rå

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.34824
0.02772
-0.00321
0.02319

0.15

0.36501
0.00909
-0.00107
0.00948

1.55

0.37272
0.00412
0.00007
0.00405

7.73

0.37613
0.00292
-0.00059
0.00245
15.27

antitetisk

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.38000
0.01941
-0.00353
0.01844

0.17

0.36618
0.00587
-0.00102
0.00577

1.87

0.37611
0.00269
0.00051
0.00247

8.89

0.37503
0.00189
-0.00030
0.00191
17.69

T
ab
el
7.4:

Sam
m
enligning

af
M
onte

C
arlo

optionspriser
m
ed
den

analytiske
pris

i
SV
JD
-m
odellen.

B
enchm

arkprisen
er
0.37443.

P
riserne

er
for

en
salgsoption

m
ed

K
=
38
og
T
-t=
0.25

og
øvrige

param
etre

som
m
bas

i
tab
el
7.1.

D
er
er
brugt

100
tidstrin,

og
det

indikerede
antal

stier.

som
det

observeredes
for

B
S-m

odellen.
H
er
skal

det
bem

æ
rkes,

at
jo
højere

optionspris,
jo
større

standardfejl
og
bias

kan
der

tillades,
idet

det
prim

æ
rt

er
den

relative
afvigelse

fra
den

sande
pris,

der
er
relevant.

For
m
V
t
er
alle

bias-tallene
negative.

D
ette

kan
væ
re
tilfæ

ldigt,
m
en
kan

også
skyldes

en
system

atisk
afvigelse.

For
m
rho

er
bias-tallene

høje
og
varierer

sam
tidigt

m
ed
aftalekursen

K
.

Standardfejlene
er
im
idlertid

ikke
højere

end
for
andre

param
etervalg.

D
ette

tyder
på

en
system

atisk
fejlagtigt

prisfastsæ
ttelse,

når
ρ
6=
0.
D
ette

kan
forklares

m
ed
den

tidligere
observation

fra
afsnit

5.7.2
om
,at

fordelingen
for

de
sim
ulerede

M
onte

C
arlo

stier
bliver

m
ere

skæ
v,
end

den
skal

væ
re
ifølge

den
analytiske

fordeling,
når

der
indgår

korrelation
i
m
odellen.

For
m
jum

p
er
standardafvigelsen

for
de
enkelte

udregnede
priser

m
eget

høj,og
sam

tidigt
er
bias

m
eget

høj.D
et
ses
også,at

enkeltpriserne
(M
C
pris)

er
m
eget

unøjagtige.
N
oget

af
upræ

cisionen
skyldes,

at
der

kun
er
brugt

100
tidsinddelinger,da

det
nøjagtige

tidspunkt
for
springets

indtræ
ffen

er
vigtigt.

Sim
ulationen

ville
derfor

m
ed
fordelforbedres

m
ed
m
etoden

beskrevet
iafsnit

5.7.2,
p.
5.7.2.

For
M
onte

C
arlo

sim
ulationen

i
SV
JD
-m
odellen

afhæ
nger

præ
cisionen

ikke
kun

af
antallet

af
stier,

m
en
også

af
antallet

af
tidsinddelinger.

For
at

studere
effekten

af
forskellige

kom
binationer

af
disse,

er
der

i
tabel

7.6
li-

stet
resultater

af
dette.D

a
hverken

bias
eller

standardfejlen
bliver

væ
sentligt

m
indre

ved
en
forøgelse

af
antallet

af
tidsintervaller,

konkluderes
det,

at
100

tidsintervaller
og
10000

stier
er
en
passende

afvejning
m
ellem

præ
cision

og
beregningstid.

D
enne

konklusion
er
dog

kun
gæ
ldende

for
de
valgte

param
e-

tre,
og
vil
m
uligvis

væ
re
forskellig

for
andre

param
etervalg.
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M
od
el

K
=
3
8

K
=
3
9

K
=
4
0

K
=
4
1

K
=
4
2

m
b
as

b
en
ch
m
ark

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.37443
0.38151
0.00605
-0.00100
0.00576

1.76

0.66167
0.66104
0.00741
-0.00138
0.00835

1.77

1.07404
1.08552
0.00829
0.00085
0.00842

1.78

1.61749
1.63303
0.00786
0.00069
0.00710

1.74

2.28323
2.27907
0.00658
-0.00013
0.00622

1.73

m
V
t

b
en
ch
m
ark

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.57502
0.55915
0.00781
-0.00085
0.00789

1.74

0.90202
0.89456
0.00926
-0.00021
0.00838

1.74

1.33437
1.32645
0.00988
-0.00390
0.00973

1.78

1.87396
1.86195
0.00942
-0.00139
0.00860

1.77

2.51471
2.51379
0.00825
-0.00192
0.00789

1.77

m
sigm

av

b
en
ch
m
ark

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.36930
0.37445
0.00621
-0.00075
0.00603

1.77

0.64847
0.64152
0.00765
0.00033
0.00672

1.77

1.05640
1.05024
0.00850
-0.00028
0.00914

1.77

1.60147
1.58733
0.00830
-0.00143
0.00761

1.75

2.27365
2.26292
0.00761
-0.00100
0.00884

1.73

m
rh
o

b
en
ch
m
ark

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.36876
0.36278
0.00593
0.00447
0.00590

1.88

0.65803
0.66940
0.00753
0.00428
0.00791

1.86

1.07372
1.06756
0.00823
-0.00027
0.00848

1.87

1.62065
1.61578
0.00775
-0.00217
0.00658

1.83

2.28897
2.28534
0.00673
-0.00588
0.00560

1.83

m
ju
m
p

b
en
ch
m
ark

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.35647
0.10246
0.00297
0.05801
0.47325

1.86

0.61937
1.03762
0.00880
0.02065
0.57148

1.83

1.01807
0.64812
0.00493
0.08120
0.61139

1.81

1.56650
1.48987
0.00454
0.04034
0.57233

1.82

2.25182
3.56046
0.00731
-0.02672
0.43976

1.83

T
ab
el
7.5:

Sam
m
enligning

af
analytisk

pris
m
ed
M
onte

C
arlo

i
SV
JD
-m
odellen.

K
er
varieret

som
vist.

T
-t=
0.25.

D
e
øvrige

param
etre

er
som

vist
i
tab
el
7.1.

D
er
er

brugt
10000

stier
sam

t
de
antitetiske

og
100

tidsinddelinger.
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stier
tid
strin

rå
antitetisk

10000
50

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.38358
0.00934
-0.00041
0.00868

0.80

0.38161
0.00602
0.00018
0.00678

0.94

10000
100

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.36225
0.00890
0.00060
0.00837

1.53

0.37182
0.00592
-0.00092
0.00561

1.77

10000
200

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.39019
0.00952
0.00125
0.00978

3.07

0.38630
0.00613
-0.00022
0.00704

3.65

10000
300

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.37512
0.00933
0.00090
0.00902

4.60

0.37874
0.00597
-0.00156
0.00557

5.47

50000
50

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.37089
0.00413
0.00017
0.00396

3.98

0.37287
0.00266
-0.00025
0.00252

4.55

50000
100

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.36826
0.00411
-0.00063
0.00406

7.70

0.37487
0.00267
-0.00030
0.00270

8.75

50000
200

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.37606
0.00416
0.00058
0.00444
15.45

0.37646
0.00270
-0.00011
0.00269
17.41

T
ab
el
7.6:

E
ff
ekt

af
antallet

af
stier

og
tidstrin

for
M
onte

C
arlo

i
SV
JD
-m
odellen.
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ku
rsin

d
d
elin

ger
tid
sin
d
d
elin

ger
p
ris

b
eregn

in
gstid

100
1000

0.381023
0.03

200
4000

0.381118
0.20

400
16000

0.381132
1.58

800
64000

0.381141
12.58

1000
100000

0.381143
24.69

T
ab
el
7.7:

K
onvergens

for
endelig

diff
erensm

etoden.

7.3
E
n
d
elig

d
iff
eren

s
B
lack-S

ch
oles

For
at
teste

om
im
plem

entationen
afleast-squares

M
onte

C
arlo

regner
rigtigt,

kan
vi
teste

resultaterne
op
m
od
resultaterne

fra
en
endelig

differensm
etode.

For
først

at
sikre,

at
den

pris,
vi
finder

m
ed
endelig

differens
m
etoden

er
præ

cis
nok,

undersøger
vi,

hvor
m
ange

tidsinddelinger,
der

er
nødvendige

før
m
etoden

konvergerer
tilstræ

kkeligt.
D
en
brugte

im
plem

entation
er
taget

fra
Q
uantL

ib,
der

både
skifter

variabel
ved

at
tage

logaritm
en
af
kursen

og
bruger

prisen
på
den

tilsvarende
europæ

iske
option

som
kontrolvariabel.

T
il

udregningerne,der
ses
itabel7.7,er

antaltidsinddelinger
og
kursinddelinger

valgt,
så
de
stem

m
er
overens

m
ed
anbefalingen

i
H
ull
(2000b,

p.
422)

om
at

∆
Z
=

σ √
3∆
t,hvor

Z
=
ln
S
.M
ed
udgangspunkt

itabellen
konkluderes

det,
at
væ
rdien

konvergerer
m
od
en
væ
rdi,

der
ikke

kan
ligge

langt
fra
0.381143.

7.4
L
S
M
B
lack-S

ch
oles

V
ed
at
tage

udgangspunkt
i
prisen

udregnet
m
ed
endelig

differens
m
etoden,

kan
det

kontrolleres
om

least-squares
M
onte

C
arlo

m
etoden

regner
rigtigt.

D
et
er
sam

tidigt
interessant

at
undersøge,hvilken

kom
bination

af
antallet

af
stier

og
antallet

af
tidstrin,

der
er
det

bedste
valg

for
at
få
en
god

præ
ci-

sion.
For

L
SM
-algoritm

en
er
det

udover
antitetiske

stier
m
uligt

at
bruge

en
kontrolvariabel

til
variansreduktion.

E
ffekten

af
disse

er
også

interessant
at

studere.
I
tabel

7.8
er
derfor

lavet
udregninger,

der
illustrerer

disse
effekter.

Idet
brugen

af
antitetiske

stier
fordobler

antallet
af
stier,

der
lagres

i
hukom

m
elsen,

og
ligeledes

antallet,
der

bruges
i
regressionen,

er
brugen

af
disse

langt
dyrere

icom
puterkraft,end

det
var

tilfæ
ldet

ved
standard

M
onte

C
arlo.

D
ette

frem
går

også
tydeligt

af
de
rapporterede

beregningstid
—
tilfæ

l-
det

10000
stier

og
100

tidsintervaller
giver

eksem
pelvis

en
forøgelse

i
tidsfor-

brug
på
75%

.D
ette

bør
naturligvis

indgå
iovervejelserne,når

m
an
beslutter,

om
m
an
vilbenytte

denne
teknik

eller
ej.Idet

benyttelsen
af
antitetiske

stier
giver

en
m
indre

standardfejl
end

benyttelsen
af
dobbelt

så
m
ange

rå
stier,

er
det

im
idlertid

rim
eligt

at
sam

m
enligne

f.eks.
5000

stier
plus

antitetiske
stier

m
ed
10000

rå
stier.

D
isse

to
kom

binationer
vil
have

det
sam

m
e
hukom

-
m
elsesforbrug

og
sam

m
e
antal

beregninger
i
regressionen,

m
en
benyttelsen
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af
antitetiske

stier
vil

have
en
variansreducerende

effekt
og
således

lavere
standardfejl.

D
esuden

kan
det

ses
i
tabellen,

at
beregningstiden

er
en
anelse

lavere
(3.02

m
od
3.51

sek.).
D
et
kan

således
konkluderes,

at
det

stadig
er
en

fordel
at
benytte

de
antitetiske

stier.
L
igeledes

ses
det,

at
brugen

af
kontrolvariablen

kun
giver

en
m
inim

al
forøgelse

i
udførelsestiden,

m
en
en
væ
sentligt

forbedring
af
standardfejlen.

7.5
L
S
M
S
V
JD

D
e
netop

præ
senterede

beregningstests
for

henholdsvis
M
onte

C
arlo

m
eto-

den
i
SV
JD
-m
odellen

og
least-squares

M
onte

C
arlo

m
etoden

i
B
S-m

odellen,
giver

en
god

forventning
om
,at

kom
binationen

af
disse,nem

lig
least-squares

M
onte

C
arlo

i
SV
JD
-m
odellen,

også
giver

korrekte
resultater.

A
lligevel

er
det

altid
et
godt

princip
at
have

to
væ
senforskellige

im
plem

entationer
af
den

sam
m
e
teoretiske

prisfastsæ
ttelsesm

odel,
så
det

er
m
uligt

at
teste

disse
op

m
od
hinanden.

D
ette

er
ikke

gjort
i
denne

afhandling,
m
en
da
der

i
B
ates

(1996)
er
givet

resultater
for

en
im
plem

entering
af
SV
JD
-m
odellen

m
ed
en-

delig
differens

m
etoden,

kan
der

sam
m
enlignes

m
ed
disse.

D
ette

er
gjort

i
tabel

7.9.
D
et
kan

konkluderes,
at
der

ikke
er
væ
sentlige

afvigelser
for
nogen

af
de
brugte

param
etervæ

rdier
og
aftalekursen.

Interessant
nok

observeres
der

ikke
højere

biastal
for
m
rho

og
m
jum

p
end

for
de
andre

param
eter,

som
det

ellers
var

tilfæ
ldet

for
standard

M
onte

C
arlo.

B
eregningstiderne

for
L
SM

SV
JD

er
væ
sentligt

læ
ngere

end
for
L
SM

B
S.

D
ette

ses
ved

at
sam

m
enligne

tiden
17.83

sek.
for

m
bas,

K
=
40
fra

tabel
7.9

m
ed
tiden

6.16
sek.

ved
10000

stier
og
100

tidsintervaller
fra

tabel
7.8.

D
et
større

tidsforbrug
skyldes,

at
både

S
t
og
V
t
indgår

i
regressionen.

D
et

observeres
desuden,

at
beregningstiden

bliver
læ
ngere,

når
K
bliver

højere.
D
a
der

regnes
på
en
salgsoption,

vil
en
højere

aftalekurs
m
edføre,

at
der

er
flere

stier,der
er
in-the-m

oney
og
således

indgår
iregression.D

ette
m
edfører

et
større

regnearbejde
og
derm

ed
læ
ngere

udførelsestid.

95

stier
tid
strin

rå
antitetisk

kontrolvar.
anti.+

kont.

5000
50

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.37595
0.01161
0.00375
0.01203
0.92

0.37638
0.00713
0.00219
0.00814
1.59

0.38363
0.00638
0.00487
0.00597
0.95

0.38256
0.00445
0.00224
0.00408
1.67

5000
100

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.38071
0.01158
0.00360
0.01385

1.86

0.38325
0.00720
0.00242
0.00717

3.02

0.37497
0.00707
0.00491
0.00661

1.73

0.38646
0.00476
0.00141
0.00439

3.09

5000
200

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.37088
0.01135
0.00491
0.01190

3.48

0.40024
0.00733
0.00086
0.00791

6.20

0.38747
0.00684
0.00582
0.00660

3.40

0.37755
0.00462
0.00134
0.00433

6.27

5000
300

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.38067
0.01195
0.00558
0.01307

5.32

0.37571
0.00668
0.00183
0.00774

9.70

0.38964
0.00684
0.00472
0.00693

5.14

0.38100
0.00480
0.00248
0.00472

9.30

10000
50

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.37441
0.00818
0.00085
0.00886

1.87

0.38390
0.00515
0.00034
0.00545

3.08

0.39096
0.00427
0.00244
0.00461

1.77

0.37849
0.00329
0.00045
0.00313

3.25

10000
100

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.37562
0.00761
0.00112
0.00804

3.51

0.38930
0.00541
0.00035
0.00581

6.13

0.38567
0.00435
0.00188
0.00443

3.41

0.37694
0.00326
0.00030
0.00293

6.16

10000
200

M
C

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.38280
0.00830
0.00215
0.00895

7.06

0.38149
0.00511
0.00044
0.00576
14.03

0.38237
0.00435
0.00239
0.00429

6.81

0.38008
0.00329
0.00015
0.00300
14.42

100000
50

M
C

std
.fejl

b
eregn

.tid

0.38151
0.00257
18.77

0.38176
0.00161
35.34

0.38034
0.00139
19.08

0.37843
0.00098
34.39

100000
100

M
C

std
.fejl

b
eregn

.tid

0.37471
0.00249
36.86

0.37888
0.00160
68.88

0.38126
0.00141
36.77

0.38126
0.00100
69.05

T
ab
el
7.8:

E
ff
ekt

af
antallet

af
stier

og
tidstrin

for
least-squares

M
onte

C
arlo

i
B
S-m

odellen.
Sam

m
e
param

etre
som

i
tab
el
7.3.
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M
od
el

K
=
3
8

K
=
3
9

K
=
4
0

K
=
4
1

K
=
4
2

m
b
as

b
en
ch
m
ark

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.379
0.38076
0.00315
0.00136
0.00283

4.78

0.672
0.66852
0.00435
-0.00077
0.00452

8.13

1.095
1.08837
0.00644
-0.00285
0.00633
17.83

1.653
1.64770
0.00810
-0.00330
0.00840
25.86

2.343
2.32595
0.01042
-0.00833
0.01055
30.48

m
V
t

b
en
ch
m
ark

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.582
0.59177
0.00447
0.00116
0.00433

5.89

0.916
0.91631
0.00596
-0.00200
0.00634
10.80

1.358
1.35577
0.00766
-0.00350
0.00772
18.33

1.911
1.91142
0.00979
-0.00670
0.00927
25.53

2.571
2.56422
0.01169
-0.00694
0.01062
29.50

m
sigm

av

b
en
ch
m
ark

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.374
0.37674
0.00261
0.00113
0.00321

4.98

0.658
0.65835
0.00426
-0.00046
0.00435

8.03

1.077
1.06791
0.00601
-0.00468
0.00628
18.25

1.638
1.63149
0.00749
-0.00955
0.00809
27.66

2.335
2.31426
0.00991
-0.01181
0.00917
30.89

m
rh
o

b
en
ch
m
ark

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.373
0.37903
0.00336
0.00231
0.00293

5.08

0.668
0.67357
0.00442
0.00034
0.00370

8.30

1.094
1.09307
0.00625
-0.00249
0.00565
18.02

1.655
1.65650
0.00822
-0.00398
0.00859
25.94

2.347
2.33654
0.00986
-0.00478
0.01107
30.78

m
ju
m
p

b
en
ch
m
ark

M
C
p
ris

std
.fejl

b
ias
std
.afv.

b
eregn

.tid

0.360
0.35972
0.00277
0.00253
0.00391

5.20

0.626
0.62200
0.00408
0.00157
0.00505

8.22

1.030
1.03883
0.00480
0.00014
0.00666
17.88

1.588
1.58841
0.00739
-0.00161
0.00926
27.27

2.292
2.31650
0.00950
-0.00515
0.01225
32.06

T
ab
el7.9:Sam

m
enligning

af
least-squares

M
onte

C
arlo

iSV
JD
-m
odellen

m
ed
pris

udregnet
m
ed
endelig

diff
erens

iB
ates

(1996).K
er
varieret

som
vist.T

-t=
0.25.D

e
øvrige

param
etre

er
som

vist
itab

el7.1.D
er
er
brugt

10000
stier

sam
t
de
antitetiske

og
100

tidsinddelinger.
D
en
europæ

iske
pris

er
brugt

som
kontrolvariab

el.

97

8
K
on
klu

sion

Form
ålet

m
ed
denne

afhandling
har

væ
ret

at
behandle

teorien
bag

SV
JD
-

m
odellen

og
least-squares

M
onte

C
arlo

m
etoden

og
udvikle

et
program

,
der

kom
binerer

m
odellen

m
ed
beregningsm

etoden.H
erved

kan
der

prisfastsæ
ttes

am
erikanske

optioner
i
SV
JD
-m
odellen.

K
apitel

2
beskrev

det
frem

herskende
B
lack-Scholes

paradigm
e
for

pris-
fastsæ

ttelse
af
optioner

og
grundlæ

ggende
begreber

såsom
det

risikoneutrale
sandsynlighedsm

ålblev
forklaret.D

et
analytiske

form
elfor

europæ
iske

optio-
ner

iB
S-m

odellen
blev

præ
senteret,og

det
blev

godtgjort,hvordan
denne

kan
bruges

både
for
valuta

og
for
en
aktie,der

udbetaler
en
kontinuert

dividende.
I
kapitel

3
blev

der
argum

enteret
for,

at
SV
JD
-m
odellen

er
en
velegnet

m
odel

i
forhold

til
m
ange

andre
konkurerende

m
odeller.

D
et
skyldes

ikke
m
indst,at

der
er
godt

em
pirisk

belæ
g
for,at

en
beskrivende

m
odelskalinde-

holde
både

elem
enter

afstokastisk
volatilitet

og
spring.D

et
blev

blev
desuden

vist,at
m
ange

af
de
m
est
benyttede

og
beskrevne

m
odeller

er
specialtilfæ

lde
af
B
ates’

SV
JD
-m
odel,

og
at
den

også
derfor

er
interessant

at
studere.

D
et

blev
desuden

konstateret,at
flere

forsøg
på
yderligere

udvidelser
af
m
odellen

ikke
har

væ
ret

sæ
rligt

frugtbare.
D
er
blev

dog
også

påpeget
svagheder

ved
m
odellen,

prim
æ
rt
svæ

rheden
ved

at
estim

ere
de
nødvendige

param
etre.

I
kapitel

4
blev

SV
JD
-m
odellen

præ
senteret.

D
a
SV
JD
-m
odellen

im
pli-

cerer
et
ikke-kom

plet
m
arked

var
det

nødvendigt
at
indføre

visse
antagelser

om
investorernes

nyttefunktioner
for

at
nå
frem

til
en
m
odel

under
det

risi-
koneutrale

sandsynlighedsm
ål.M

ed
udgangspunkt

im
odellen

under
det

risi-
koneutrale

sandsynlighedsm
ål
blev

der
fundet

frem
til
en
sem

i-lukket
form

el
for

optionsprisen.
D
enne

kræ
vede

kun
num

erisk
beregning

af
et
enkelt

inte-
grale,og

G
auss-K

ronrod
algoritm

en
blev

derfor
introduceret

som
en
velegnet

m
etode

til
denne

type
integration.

H
erefter

blev
de
m
est

gæ
ngse

m
etoder

til
param

eterestim
ation

om
talt.

D
er
blev

udviklet
en
teknik

til
at
finde

et
kvantitativt

udtryk
for

vari-
ans,

skæ
vhed

og
kurtosis

via
den

karakteristiske
funktion,

og
dette

gjorde
det

m
uligt

at
finde

den
B
S-m

odel,
der

lå
tæ
ttest

på
en
givet

SV
JD
-m
odel.

T
æ
thedsfunktionen

gav
m
ulighed

for
at
illustrere

effekterne
af
forskellige
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param
etervalg

i
SV
JD
-m
odellen

grafisk.
D
e
vigtigste

effekter
var

følgende:
H
øjerere

volatilitet
af
volatiliteten

gav
højere

kurtosis.
P
ositiv

korrelation
m
ellem

kursæ
ndring

og
volatilitetsæ

ndring
gav

positiv
skæ

vhed.T
ilsvarende

for
negativ

korrelation.
Spring

gav
skæ

vhed
i
sam

m
e
retning

som
springenes

m
iddelvæ

rdi
og
desuden

en
højere

kurtosis.
I
forlæ

ngelse
heraf

blev
prisningseffekterne

af
param

etervalgene
behand-

let
og
de
tilhørende

volatilitetssm
il
illustreret.

K
urtosis

gav
et
sym

m
etrisk

volatilitetssm
il,
m
ens

skæ
vhed

gav
et
skæ

vt
grin.

I
kapitel

5
blev

M
onte

C
arlo

m
etoden

for
europæ

iske
optioner

beskre-
vet.

M
etodens

store
fleksibilitet

og
lette

m
ulighed

for
anvendelse

på
forskel-

lige
m
odeller,herunder

SV
JD
-m
odellen,sam

t
den

enkle
im
plem

entering
blev

frem
hæ
vet

som
begrundelse

for
valget

af
denne

m
etode

frem
for

andre
m
e-

toder.
D
et
blev

desuden
vist,

hvordan
den

sam
tidige

sim
ulering

af
kurs

og
volatilitet

i
SV
JD
-m
odellen

kan
udføres,

herunder
hvordan

den
antitetiske

sti
sim
uleres.

I
kapitel6

præ
senteredes

teorien
for
prisfastsæ

ttelse
afam

erikanske
optio-

ner
og
de
centrale

begreber,
herunder

indfrielsesgræ
nsen

blev
defineret.

D
et

blev
sam

tidigt
vist,at

indfrielsesgræ
nsen

ikke
nødvendigvis

konvergerer
m
od

aftalekursen,
når

tiden
næ
rm
er
sig

udløbstidspunktet.
D
et
blev

konklude-
ret,at

standard
M
onte

C
arlo

ikke
er
brugbar

tilam
erikanske

optioner,
og
at

andre
kendte

m
etoder

kun
vanskeligt

lader
sig
anvende

på
SV
JD
-m
odellen.

L
east-squares

M
onte

C
arlo

m
etoden

blev
herefter

beskrevet.
D
et
blev

vist,
hvordan

inform
ationen

på
tvæ

rs
af
de
sim
ulerede

stier
kan

bruges
til

at
estim

ere
fortsæ

ttelsesvæ
rdien

for
en
am
erikansk

option.
D
et
skete

vha.
af
m
indste

kvadraters
m
etode.

V
ed
at
arbejde

baglæ
ns
fra

udløbstidspunk-
tet

kunne
væ
rdien

på
tidspunkt

0
findes.

D
et
blev

vist,
hvordan

problem
et

m
ed
m
indste

kvadraters
m
etoden

kan
form

uleres
på
m
atrixform

,og
hvordan

problem
et
kan

løses
m
ed
singulæ

r
væ
rdi

dekom
position.

D
et
blev

herefter
forklaret,at

regression
iSV

JD
-tilfæ

ldet
skalafhæ

nge
af

både
kursen

og
volatiliteten.

D
et
blev

desuden
vist,

hvordan
den

europæ
iske

pris
effektivt

kan
bruges

som
kontrolvariabel

i
L
SM
-algoritm

en
og
herm

ed
reducere

variansen.
D
et
blev

desuden
forklaret,hvordan

hukom
m
elsesforbruget

iB
S-tilfæ

ldet
kan

reduceres
ved

brug
afB

row
nian

bridges.For
SV
JD
-tilfæ

ldet
kunne

hukom
-

m
elsesforbruget

og
beregningstiden

nedsæ
ttes

ved
kun

at
bruge

et
m
indre

antal
punkter

på
den

sim
ulerede

sti
som

m
ulige

indfrielsespunkter.
H
erefter

blev
den

indfrielsesgræ
nse,

der
er
im
plicit

givet
ved

L
SM

algo-
ritm

en,
præ

senteret
og
illustreret

grafisk.
I
kapitel

7
blev

der
præ

senteret
en
ræ
kke

beregningstest,
der

påviste,
at

de
im
plem

enterede
algoritm

er
regner

korrekt
ide

fleste
tilfæ

lde.D
og
vist

der
sig
sm
å
upræ

cisioner,
når

korrelationen
i
SV
-m
odellen

ikke
var

0.
D
et
viste

99

sig
også,

at
der

i
en
m
odel

m
ed
spring

skalbruges
m
ange

tidstrin
og
derm

ed
en
lang

beregningstid,
hvis

der
skal

opnås
præ

cise
resultater.

A
lle
de
præ

senterede
algoritm

er
er
im
plem

enteret
i
et
program

,
der

er
vist

i
bilag

D
og
leveret

på
den

til
afhandlingen

hørende
C
D
-R
O
M
(se

bilag
B
).
B
eregningsrutiner

er
stillet

til
rådighed

gennem
M
athem

atica,
hvilket

er
beskrevet

i
detaljer

i
brugervejledningen

bilag
C
.
H
erved

er
der

således
produceret

et
program

,
der

kan
anvendes

af
andre

studerende
eller

forskere
til
yderligere

at
belyse

m
odellerne

og
m
etodernes

egenskab.
D
e
im
plem

ente-
rede

rutiner
indgår

iQ
uantL

ib
biblioteket,der

distribueres
som

open
source,

og
giver

således
en
m
eget

stor
tilgæ

ngelighed.
D
ette

kom
bineret

m
ed
M
at-

hem
atica

brugergræ
nsefladen

skulle
give

gode
m
uligheder

for
anvendelser

af
andre.
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A
N
otation

soversigt

A
.1

S
m
å
b
ogstaver

e
k

basisfunktion
til
brug

i
regressionen

i
L
SM
-algoritm

en
f
(ω
)

pris
for
en
M
onte

C
arlo

sti
k

gennem
snitlig

springstørrelse
i
springm

odeller
k ∗

risikojusteret
gennem

snitlig
springstørrelse

t
tidspunkt

r
risikofri

rente
r
d

indenlandsk
risikofri

rente
r
f

udenlandsk
risikofri

rente
s

observeret
væ
rdi

af
kursen

S
t

A
.2

S
tore

b
ogstaver

B
t

proces
for
risikofrit

aktiv
B
dt

proces
for
indenlandsk

risikofrit
aktiv

B
ft

proces
for
udenlandsk

risikofrit
aktiv

eB
ft

proces
for
det

udenlandske
risikofri

aktiv
udtrykt

i
indenlandsk

valuta
D
t

dividendeproces
for
aktie

E
forventet

væ
rdi

E
Q

forventet
væ
rdi

under
sandsynlighedsm

ålet
Q

bF
K

pris
på
kom

pleks
instrum

ent
tilnæ

rm
et
m
ed
M
onte

C
arlo

sim
ulation

bF
S

pris
på
sim
pelt

instrum
ent

tilnæ
rm
et
m
ed
M
onte

C
arlo

sim
ulation

F
prisen

på
en
forw

ard
F

pris
udregnet

m
ed
M
onte

C
arlo

sim
ulation;

funktion
for
pris

på
instrum

ent
F
1 ,F

2
m
om
ent-genererende

funktioner
for
sandsynlighederne

P
1
og
P
2

101

F
m

observeret
m
arkedsvæ

rdi
F
t

filtrering
G
n

integralet
fundet

m
ed
gaussisk

kvadratur
ved

brug
af
n
punkter

G
t

gain
proces

for
aktie

K
aftalekurs

(exercise
price)

K
2
n
+
1

integralet
fundet

m
ed
G
auss-K

ronrod
integration

ved
brug

af
2n
+
1
punkter

L
n (x
)

det
n
’te
L
egendre-polynom

ium
M
t

m
artingale

proces
M
(u
)

m
om
entgenererende

funktion
M

antal
stier

i
M
onte

C
arlo

sim
ulationen

N
(µ
,σ
)
norm

alfordelingen
m
ed
m
iddelvæ

rdi
µ
og
standardafvigelse

σ
P
1 ,P

2
sandsynligheder,

der
indgår

i
prisfastsæ

ttelsen
af
optioner

i
SV
JD
-m
odellen

P
det

ob
jektive

sandsynlighedsm
ål

P
mj
(z
)

projektion
af
z
på
rum

m
et
udspæ

ndt
af
basisvektorerne,

som
brugt

til
regressionen

i
L
SM
-algoritm

en
Q

det
risikoneutrale

sandsynlighedsm
ål

Q
(z)

tæ
thedsfunktionen

i
punktet

z
for
sandsynlighedsm

ålet
Q

Q
(ω
)

sandsynligheden
for
at
stien

ω
følges

Q
(A
)

sandsynligheden
for
at
udtrykket

A
er
sandt

R
(u
)

kum
ulant-genererende

funktion
S
t

kursen
på
det

underliggende
aktiv

på
tidspunkt

t
S
t

indfrielsesgræ
nsen

for
en
am
erikansk

option
bS
k

kursen
S
i
tidsinterval

k
sim
uleret

m
ed
M
onte

C
arlo

sim
ulation

T
udløbstid

for
option

X
proces

for
fordring

X
t

vilkårlig
stokastisk

proces
V
t

proces
for
variansen

i
m
odeller

m
ed
stokastisk

volatilitet
V
h

væ
rdiproces

for
portefølje

W
v
,t

W
iener-proces

brugt
i
processen

for
variansen,

V
t

W
t

W
iener-proces

fW
t

W
iener-proces

under
sandsynlighedsm

ålet
Q

Z
t

ln
S
t ;
payoff

for
S
t
tilbagediskonteret

A
.3

G
ræ
ske

b
ogstaver

α
konstant,

der
er
bestem

m
ende

for
niveauet

på
steady

state
volatility

i
H
estons

m
odel

α
∗

risikojusteret
α
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β
konstant,

der
bestem

m
er
hastigheden

på
m
ean

reversion
i
H
estons

m
odel

β
∗

risikojusteret
β

γ
1

skæ
vhed

γ
2

overskydende
kurtosis

δ
standardafvigelse

for
spring

i
springm

odeller
²
k

et
tilfæ

ldigt
tal
udtrukket

fra
standardnorm

alfordelingen
²
U
,k

et
tilfæ

ldigt
tal
m
ellem

0
og
1
udtrukket

fra
ligefordelingen

²
den

begåede
fejl

i
G
auss-K

ronrod
integrationen

ε
tolerancen

for
fejl

i
G
auss-K

ronrod
integrationen

κ
i

i’te
kum

ulant
λ

springintensiteten
i
spring-m

odeller
λ ∗

risikojusteret
λ

µ
drift

i
stokastisk

proces;
m
iddelvæ

rdi
µ
n

n
’te
centrale

m
om
ent

ρ
korrelationen

m
ellem

æ
ndringer

i
kursen

og
volatiliteten

Π
(t,X

)
prisprocessen

for
en
fordring

m
ed
procesX

σ
volatilitet

i
B
lack-Scholes

m
odellen

σ
im
p

im
plicit

B
lack-Scholes

volatilitet
σ
v

volatilitetens
volatilitet

i
m
odeller

m
ed
stokastisk

volatilitet
ω

en
sti
i
M
onte

C
arlo

sim
ulationen

Ω
udfaldsrum

m
et
for
stier

i
M
onte

C
arlo

sim
ulation
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B
C
D
-R
O
M
in
d
h
old

I
dette

bilag
er
indholdet

afden
m
edfølgende

C
D
-R
O
M
beskrevet.D

e
sam

m
e

filer
kan

også
hentes

ned
fra
afhandlingens

hjem
m
eside

http://w
w
w
.nielses.dk/

stud/cand/dow
nload

\D
okum

ent
A
fhandlingen

i
P
D
F
-form

at
nes-lsm

-svjd.pdf
\D
okum

ent\L
aT
eX

A
fhandlingen

i
L
aT
eX
form

at
(skrevet

i
Scientific

W
orkP

lace)

\N
esQ

uant
B
eregningsrutinerne,

der
er
udviklet

i
denne

afhandling,
lavet

som
udvi-

delse
til
Q
uantL

ib
\N
esQ

uant\nq
K
ildekoden

til
N
esQ

uant
C
+
+
beregningsrutinerne

\Q
uantL

ibM
m
a

Q
uantL

ib
for

M
athem

atica:
G
ræ
nsefladen

m
ellem

Q
uantL

ib
og
M
athe-

m
atica,

der
er
udviklet

i
forbindelse

m
ed
denne

afhandling.
\Q
uantL

ibM
m
a\*.cpp

K
ildekoden

til
C
+
+
delen

af
Q
uantL

ib
for

M
athem

atica,
f.eks.

m
m
aop-

tions.cpp.
\Q
uantL

ibM
m
a\Q

uantL
ib

M
athem

atica-kildekoden
tilQ

uantL
ib
for
M
athem

atica,f.eks.O
ptions.m

.
\Q
uantL

ibM
m
a\Q

uantL
ib\Q

uantL
ibM

m
a.exe

D
et
fæ
rdige

program
,
der

startes
fra

M
athem

atica
og
stiller

beregnings-
rutinerne

til
rådighed.

\Q
uantL

ib
Q
uantL

ib
version

0.3.3
\Q
uantL

ib\D
ocs

D
okum

entation
af
ob
jekter

og
funktioner

i
Q
uantL

ib
\Q
uantL

ib\ql
K
ildekoden

til
Q
uantL

ib
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\M
athR

eader
E
t
program

fra
W
olfram

R
esearch,

der
gør

det
m
uligt

at
læ
se
de
m
edføl-

gende
M
athem

atica
notebooks.

\N
otebooks

B
rugervejledningen

til
program

m
et:
Q
uantL

ibM
m
a-brugvejl.nb

\N
otebooks\F

igurer
D
e
M
athem

atica-notebooks,
der

er
brugt

til
at
frem

stille
figurerne

i
af-

handlingen.
\N
otebooks\T

abeller
D
e
M
athem

atica-notebooks,
der

er
brugt

til
at
frem

stille
tabellerne

i
af-

handlingen.
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C
B
ru
gervejled

n
in
g

I
dette

bilag
præ

senteres
en
kortfattet

brugervejledning
til
det

m
edfølgende

program
,så

det
er
m
uligt

hurtigt
at
kom

m
e
igang

m
ed
at
bruge

det.V
ejled-

ningen
er
udarbejdet

på
engelsk

for
at
udenlandske

brugere
af
program

m
et

også
kan

få
glæ
de
afden.V

ejledningen
ligger

på
C
D
-R
O
M
’en

iM
athem

atica-
form

at
(\N

otebooks\Q
uantL

ibM
m
a-brugvejl.nb)

og
kan

afprøves
direkte.

Interfacet
kaldes

Q
uantL

ib
for

M
athem

atica,
da

det
er
tæ
nkt

som
en

generel
udvidelse,

der
eksporterer

beregningsfunktionaliteten
fra

Q
uantL

ib
til
M
athem

atica.
Indtil

videre
stiller

størstedelen
af
funktionerne

dog
bereg-

ningsrutinerne
fra
N
esQ

uant
(udviklet

i
denne

afhandling)
til
rådighed.

C
.1

In
stallation

In
order

to
use

Q
uantL

ib
for

M
athem

atica,
you

need
to
have

a
w
orking

copy
of
M
athem

atica
installed

on
your

com
puter.

A
30-day

trial
version

(w
ith

saving
disabled)

can
be
dow

nloaded
from

http://w
w
w
.w
olfram

.com
/

products/m
athem

atica/trial.cgi
T
o
install

Q
uantL

ib
for

M
athem

atica,
copy

the
folder\Q

uantL
ibM

m
a\

Q
uantL

ib
from

the
C
D
-R
O
M
into

your
M
athem

atica
A
pplications

directory.
In
version

5
on
a
M
icrosoft

W
indow

s
system

this
is
m
ost

often
c:\P

rogram
F
iles\W

olfram
R
esearch\M

athem
atica\5.0\A

ddO
ns\A

pplications.
A
fter

having
done

this,
you

can
start

Q
uantL

ib
for

M
athem

atica
from

w
ithin

M
athem

atica
w
ith

the
follow

ing
com

m
and.

I
n[1]

:=
<<

Qua
ntLi

b‘

T
o
see

a
description

you
can

use
the

follow
ing

com
m
and:

I
n[2]

:=
?Qu

ant
Lib

Qua
ntL

ib
g
ives

ac
cess

to
var

ious
fi
nanc

ial
fun

ctio
ns

f
rom

the
Qua

ntL
ib

C
++

lib
rar

y.
M
ore

inf
o:

h
ttp:

//w
ww.n

iel
ses.

dk/q
uan

tlib
/mma
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C
.2

V
alu
in
g
a
E
u
rop

ean
op
tion

T
he
basic

idea
of
the

Q
uantL

ib
for

M
athem

atica
interface

is
that

you
can

value
a
specific

instrum
ent

in
a
specific

m
odel

using
a
specific

m
ethod.

D
e-

pending
on
the

m
ethod,it

m
ay
be
possible

to
specify

additional
options

and
param

eters
to
control

how
the

m
ethod

calculates
the

value.
If
the

m
ethod

is
not

specified,
a
default

m
ethod

is
used.

T
o
dem

onstrate
the

concept,w
e
start

by
valuing

a
european

option
using

the
B
lack-Scholes

m
odel.

F
irst

w
e
can

use
“?”

to
get

a
description

of
a

EuropeanOption.
I
n[3]

:=
?Eu

rop
eanO

ptio
n

Eur
ope

anOp
tion

[st
rike

,
re
sid

ualt
ime

,
ty
pe]

rep
rese

nts
a
E
urop

ean
opt

ion
of

the
giv

en
t
ype

(Ca
llOp

tio
n,

P
utOp

tio
n
or

Str
add

le),
exe

rci
se

p
rice

(s
trik

e)
a
nd

time
to

mat
urit

y
(
resi

dual
tim

e).

T
hen

w
e
use

the
variable

eur
to
define

a
E
uropean

call
option.

I
n[4]

:=
eur

=
Euro

pean
Opt

ion[
625,

0.
25,

Cal
lOpt

ion]
;

T
hen

w
e
define

the
m
odel

under
w
hich

it
should

be
priced:

I
n[5]

:=
?Bl

ack
Scho

lesM
ode

l
Bla

ckS
chol

esMo
del

[sto
ckpr

ice
,
ri
skf

reer
ate,

di
vide

nd,
vol

]
re
pres

ent
s
a

mod
el

wher
e
th
e
u
nder

lyin
g
a
sset

is
wor

th
s
toc

kpri
ce

a
t
t
ime

zero
an
d
th
e

ris
k
f
ree

rate
,
d
ivid

end
yie

ld
a
nd

vola
tili

ty
are

as
g
ive

n.
I
n[6]

:=
bsm

ode
l
=
Blac

kSc
hole

sMod
el[

625,
0.
0345

,
0,

0.
1823

]
O
ut[6

]=
Bla

ckS
chol

esMo
del

[625
,
0.
034

5,
0
,
0
.182

3]

N
ow

w
e
use

can
calculate

the
value

for
this

option.
A
utom

atically
the

default
Method

-
>
Analytic

is
used.

I
n[7]

:=
Val

ue[
eur,

bsm
ode

l]
O
ut[7

]=
25.

406
7

H
ow
ever,

w
e
can

also
use

the
M
onte

C
arlo

m
ethod.

H
ere

w
e
use

the
Keyfigures

function
as
w
e
w
ould

also
like

to
have

the
standard

error
retur-

ned.
I
n[8]

:=
Key

fig
ures

[eur
,
b
smod

el,
Met

hod
->

Mont
eCar

lo]
O
ut[8

]=
{Va

lue
->

25.4
827

,
St
anda

rdE
rror

->
0.1

1686
7}

If
w
e
w
ant

better
precision,

w
e
can

use
m
ore

sam
ple

paths.
I
n[9]

:=
?Sa

mpl
es

Sam
ple

s
is

an
opt

ion
used

in
con

jun
ctio

n
wi
th

Meth
od

-
>
M
onte

Carl
o
t
hat

spe
cif

ies
how

man
y
sa
mple

pa
ths

sho
uld

be
s
imu

late
d.

I
n[10

]:=
Key

fig
ures

[eur
,
b
smod

el,
Met

hod
->

Mont
eCar

lo,
Sam

ples
->

500
000]

O
ut[1

0]=
{Va

lue
->

25.3
578

,
St
anda

rdE
rror

->
0.0

5213
09}

N
ow
w
e
can

use
the

standard
M
athem

atica
features

to
e.g.show

how
the

standard
error

depends
on
the

num
ber

of
sam

ples
used.

I
n[11

]:=
Tab

le[
Stan

dard
Err

or
/
.
Ke
yfi

gure
s[e

ur,
bsmo

del
,
Me
thod

->
Mon

teCa
rlo

,
Samp

les
->

s],
{s,

100
00,

100
000,

100
00}

]
O
ut[1

1]=
{0.

373
922,

0.2
595

66,
0.21

187
6,

0
.18

4762
,
0.
164

114,
0.1

496
44,

0.13
918

9,
\

0.1
305

48,
0.12

255
4,

0
.115

903
}
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C
.3

E
u
rop

ean
op
tion

in
th
e
S
V
JD
-m
od
el

W
e
can

evaluate
the

sam
e
option

in
a
different

m
odel,

nam
ely

the
SV
JD
-

m
odel.

I
n[12

]:=
?SV

JDM
odel

SVJ
DMo

del[
unde

rly
ing,

ris
kFr

eeRa
te,

div
iden

dYi
eld,

vol
ati

lity
,

vol
ati

lity
OfVo

lat
ilit

y,
s
tea

dySt
ate

Vola
tili

ty,
mea

nRe
vers

ionR
ate

,
co
rrel

ati
onUn

der
lyin

gVol
ati

lity
,

jum
pIn

tens
ity,

ju
mpMe

an,
jum

pSta
nda

rdDe
viat

ion
]

rep
res

ents
a
S
VJD

(st
ocha

sti
c
vo
lat

ilit
y
/
jum

p
di
ffus

ion
)

mod
el

with
the

gi
ven

para
met

ers.

T
he
follow

ing
param

eters
are

estim
ated

param
eters

for
the

S&
P
500

stock-
index

taken
from

B
akshi,

C
ao
and

C
hen

(1997,
p.
2018).

I
n[13

]:=
svj

dmo
del

=
SV
JDM

odel
[625

,
0
.034

5,
0,

0
.140

3,
0.38

,
0.
140

3,
2
.03,

-0
.57,

0.5
9,

-0.0
5,

0
.07

];
I
n[14

]:=
Key

fig
ures

[eur
,
s
vjdm

odel
]

O
ut[1

4]=
{Va

lue
->

21.4
055

}

W
e
also

have
the

possibility
to
draw

the
probability

density
function

for
the

return
on
the

stock.
I
n[15

]:=
Plo

t[P
DF[e

ur,
svj

dmod
el,

z],
{z,

-0
.3,

0.3}
]

W
e
can

also
calculate

the
m
ean,

variance,
skew

ness
and

kurtosis
for

the
return.
I
n[16

]:=
{Sk

ewn
ess[

eur,
sv
jdmo

del]
,
K
urto

sis
Exce

ss[e
ur,

svj
dmod

el]
}

O
ut[1

6]=
{-1

.02
932,

2.1
245

9}

Ifw
e
w
ant

to
know

w
hat

the
im
plied

B
lack-Scholes

volatility
is
for
a
given

price
calculated

in
the

SV
JD
-m
odel,

w
e
can

use
the

Im
pliedV

olatility
fun-

ction.O
bviously

the
sam

e
function

can
be
used

to
find

the
im
plied

volatility
for
a
m
arket

observed
price.

I
n[17

]:=
Imp

lie
dVol

atil
ity

[Val
ue[e

ur,
svj

dmo
del]

,
eu
r,

bsmo
del]

O
ut[1

7]=
0.1

498
63
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C
.4

M
onte

C
arlo

for
a
E
u
rop

ean
op
tion

E
arlier

w
e
saw

how
to
value

a
E
uropean

option
in
the

B
S-m

odelusing
M
onte

C
arlo

sim
ulation.

T
he
sam

e
approach

is
used

for
the

SV
JD
-m
odel.

In
this

exam
ple

w
e
also

use
the

antithetic
paths

to
reduce

variance.

I
n[18

]:=
Key

fig
ures

[eur
,
s
vjdm

odel
,
M
etho

d
-
>
Mo
nteC

arl
o,

A
ntit

het
icPa

ths
->

True
]

O
ut[1

8]=
{Va

lue
->

20.0
498

,
St
anda

rdE
rror

->
0.0

5995
6}

It
is
also

possible
to
change

the
num

ber
of
tim
e
steps.T

he
default

is
100.

I
n[19

]:=
Opt

ion
s[Ke

yfig
ure

s]
O
ut[1

9]=
{Me

tho
d
->

Aut
oma

tic,
Sam

ple
s
->

Au
toma

tic,
An
tith

etic
Pat

hs
-
>
Fa
lse

,
Co
ntr

olVa
riat

e
-
>
Fa
lse,

Gr
idPo

int
s
->

100
,
T
imeS

teps
->

100
,

Ex
erc

iseT
imes

->
Aut

omat
ic,

Pol
yno

mial
Degr

ee
->

2
}

T
here

is
also

a
function

to
show

the
developm

ent
of
the

underlier
along

a
path.

I
n[20

]:=
Lis

tPl
ot[M

onte
Car

loPa
th[s

vjd
mode

l],
Plo

tJoi
ned

->
True

]

C
.5

F
in
ite

d
iff
eren

ces
for

an
A
m
erican

op
tion

It
is
possible

to
use

the
m
ethod

of
finite

differences
to
value

an
A
m
erican

option
in
the

B
S-m

odel.

I
n[21

]:=
?Fi

nit
eDif

fere
nce

s
Fin

ite
Diff

eren
ces

is
an

o
pti

on
f
or

Valu
e
an
d
K
eyfi

gure
s

spe
cif

ying
tha

t
t
he

f
init

e
d
iffe

ren
ces

meth
od

shou
ld

b
e
u
sed.

Gri
dPo

ints
and

Ti
meSt

eps
can

be
use

d
to

adj
ust

the
acc

ura
cy.

I
n[22

]:=
am

=
A
meri

canO
pti

on[6
25,

0.2
5,

C
all

Opti
on];

I
n[23

]:=
Val

ue[
am,

bsmo
del

,
Gr
idPo

int
s
->

20
0,

T
imeS

tep
s
->

400
0]

O
ut[2

3]=
25.

406
7
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C
.6

L
east-squ

ares
M
onte

C
arlo

for
an

A
m
e-

rican
op
tion

W
hen

the
m
ethod

M
onteC

arlo
is
specified

w
hen

valuing
an
A
m
erican

option
the

least-squares
M
onte

C
arlo

algorithm
is
used.T

he
num

ber
ofsam

ples,tim
e

steps
and

num
ber

of
basis

functions
(P
olynom

ialD
egree)

can
be
specified.

I
n[24

]:=
Key

fig
ures

[am,
bs
mode

l,
M
eth

od
-
>
M
onte

Carl
o,

Time
Step

s
-
>
50
,

Po
lyno

mial
Deg

ree
->

4
]

O
ut[2

4]=
{Va

lue
->

25.2
305

,
St
anda

rdE
rror

->
0.3

6036
6}

In
this

case
it
is
possible

to
use

the
E
uropean

option
price

as
a
control

variate.

I
n[25

]:=
Key

fig
ures

[am,
bs
mode

l,
M
eth

od
-
>
M
onte

Carl
o,

Cont
rolV

ari
ate

->
T
rue

]
O
ut[2

5]=
{Va

lue
->

25.1
417

,
St
anda

rdE
rror

->
0.1

9450
1}

C
.7

A
m
erican

op
tion

in
th
e
S
V
JD
-m
od
el

For
an
A
m
erican

option
in
the

SV
JD
-m
odelthere

is
only

one
supported

w
ay

to
find

the
value,

nam
ely

using
the

least-squares
M
onte

C
arlo

m
ethod.

T
his

m
ethod

is
autom

atically
chosen

by
default.

I
n[26

]:=
Key

fig
ures

[am,
sv
jdmo

del,
An
tith

eti
cPat

hs
-
>
T
rue,

Con
tro

lVar
iate

->
Tru

e]
O
ut[2

6]=
{Va

lue
->

21.4
631

,
St
anda

rdE
rror

->
0.0

4520
7}

For
this

m
ethod

there
is
one

further
option.

A
s
the

A
m
erican

option
is

effectively
evaluated

as
a
B
erm

udan
option

w
ith
a
lim
ited

num
ber

ofexercise
points,

the
num

ber
of
these

can
be
m
odified.

A
s
default,

E
xerciseP

oints
is

chosen
to
be
the

sam
e
num

ber
as
the

num
ber

of
tim
e
steps

used
in
the

path
generation

(T
im
eSteps).

I
n[27

]:=
Key

fig
ures

[am,
sv
jdmo

del,
An
tith

eti
cPat

hs
-
>
T
rue,

Con
tro

lVar
iate

->
Tru

e,
Ex
erci

sePo
int

s
->

50]
O
ut[2

7]=
{Va

lue
->

21.3
721

,
St
anda

rdE
rror

->
0.0

5135
46}
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D
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B
ru
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/
*Copy

rig
ht

(
C)

2003
Nie

ls
Elke

n
Sø
nde

rby

This
fi
le

i
s
p
art

of
Q
uan

tLib
,
a
fre

e-so
ftw

are/
open

-so
urce

lib
rar

y
for

fin
anci

al
quan

tita
tiv

e
an
alys

ts
and

dev
elop
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-
h
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//qu
ant

lib.
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Quan
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b
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fr
ee

s
oftw

are
:
yo
u
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n
r
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and

/or
modi

fy
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u
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s
o
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e
Q
uant

Lib
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.

Y
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have
rec
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a
cop

y
o
f
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lice
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s
p
rogr

am;
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not,
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do@
amet
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.ne

t
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lic
ense
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o
av
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htt
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quan
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lice
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htm

l
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pr
ogra

m
i
s
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i
n
th
e
h
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tha
t
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l
b
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,
b
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W
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eve
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e
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w
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MER
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Y
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FIT
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S
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A
P
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P
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e
l
icen

se
for

more
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Q
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://
www.

nie
lses

.dk/
qua

ntli
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*
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D
.2

A
n
alytisk

S
V
JD

b
eregn

in
g

D
.2.1

svjd
en
gin
e.h
p
p

#
ifnd

ef
nesq

uan
t_sv

jden
gin

e_h
#
defi

ne
nesq

uan
t_sv

jden
gin

e_h

#
incl

ude
<ql

/op
tion

.hpp
>

#
incl

ude
<ql

/Pr
icin

gEng
ine

s/Ge
neri

cEn
gine

.hp
p>

#
incl

ude
<co

mpl
ex>

u
sing

st
d::c

omp
lex;

/
/
re
all

y
be
lon

gs
i
n
qu
ant

lib.
h

#
defi

ne
QL_I

MAG
std

::im
ag

#
defi

ne
QL_R

EAL
std

::re
al

/
/
th
is

won’
t
w
ork!

/
/
#d
efi

ne
Q
L_E

XP
s
td::

exp
/
/
#d
efi

ne
Q
L_L

OG
s
td::

log
/
/
so

we
tre

at
comp

lex<
dou

ble>
sep

era
tely

#
defi

ne
QL_C

OMP
LEX_

EXP
std

::ex
p

#
defi

ne
QL_C

OMP
LEX_

LOG
std

::lo
g

/
/
th
is

work
s,

but
issu

es
a
wa
rnin

g-m
essa

ge
(mac

ro
r
ede

fini
tion

)
/
/
#d
efi

ne
Q
L_S

QRT
std:

:sq
rt

/
/
#d
efi

ne
Q
L_P

OW
s
td::

pow
/
/
so

we
mak

e
a
com

plex
ve
rsio

n
as

we
ll

#
defi

ne
QL_C

OMP
LEX_

SQRT
st
d::s

qrt
#
defi

ne
QL_C

OMP
LEX_

POW
std

::po
w

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b;

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Pric
ingE

ngi
nes;

n
ames

pac
e
Ne
sQu

ant
{

/
/!

para
met

ers
for

pla
in

o
ptio

n
c
alcu

lat
ion

c
las

s
Pl
ain

Opti
onPa

ram
eter

s
:
pub

lic
vir

tual
Arg

ume
nts

{
pu
blic

:
Plai

nOp
tion

Para
met

ers(
)
:
typ

e(Op
tio

n::T
ype(

-1)
),

und
erly

ing
(Nul

l<do
ubl

e>()
),

str
ike(

Nul
l<do

uble
>()

),
div

iden
dYi

eld(
Null

<do
uble

>())
,

ris
kFre

eRa
te(N

ull<
dou

ble>
()),

mat
urit

y(N
ull<

doub
le>

()),
vol

atil
ity

(Nul
l<do

ubl
e>()

)
{}

Opti
on:

:Typ
e
ty
pe;

doub
le

unde
rlyi

ng,
str

ike;
Spre

ad
divi

dend
Yie

ld;
Rate

ri
skFr

eeRa
te;

Time
ma
turi

ty;
doub

le
vola

tili
ty;

}
;

/
/!

para
met

ers
for

sto
chas

tic
vol

atil
ity

mod
el

(
SV)

(He
ston

19
93)

c
las

s
St
och

asti
cVol

ati
lity

Argu
men

ts
:
pu
blic

vir
tua

l
Ar
gume

nts
{

pu
blic

:
Stoc

has
ticV

olat
ili

tyAr
gume

nts
()

:
vo
lati

lit
yOfV

olat
ili

ty(N
ull

<dou
ble>

())
,

st
eady

Sta
teVo

lati
lit

y(Nu
ll<

doub
le>(

)),
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me
anRe

ver
sion

Rate
(Nu

ll<d
oub

le>(
)),

co
rrel

ati
onUn

derl
yin

gVol
ati

lity
(Nul

l<d
oubl

e>()
)
{
}

doub
le

vola
tili

tyO
fVol

atil
ity

,
st
ead

ySta
teVo

lat
ilit

y,
mean

Reve
rsi

onRa
te,

cor
rela

tio
nUnd

erly
ing

Vola
tili

ty;
}
;

/
/!

para
met

ers
for

jum
p
di
ffus

ion
mod

el
(JD)

(Ba
tes

199
6)

c
las

s
Ju
mpA

rgum
ents

:
publ

ic
v
irt

ual
Arg

umen
ts

{
pu
blic

:
Jump

Arg
umen

ts()
:
jump

Inte
nsi

ty(N
ull

<dou
ble>

())
,

jump
Mean

(Nu
ll<d

oub
le>(

)),
jump

Stan
dar

dDev
iat

ion(
Null

<do
uble

>())
{}

doub
le

jump
Inte

nsi
ty,

jump
Mea

n,
j
ump

Stan
dard

Dev
iati

on;
}
;

/
/!

para
met

ers
for

sto
chas

tic
vol

atil
ity

mod
el

a
nd

jump
s
(S
VJD

)
(B
ates

19
96)

c
las

s
SV
JDA

rgum
ents

:
publ

ic
P
lai

nOpt
ion

Para
mete

rs,
publ

ic
S
toc

hast
icV

olat
ilit

yAr
gume

nts,
publ

ic
J
ump

Argu
men

ts
{

void
va
lida

te()
co
nst

{
//!

\TO
DO

V
ali

dati
on

o
f
a
rgum

ent
s

};
}
;

/
/!

\bri
ef

SVJD
opt

ion
pri

cing
en
gine

fo
r
Eu
rope

an
opti

ons
/
*!

Pric
ing

eng
ine

for
eur

opea
n
o
ptio

ns
in

t
he

s
toc

hast
ic

v
ola

tili
ty

a
nd

jump
s
m
odel

(SV
JD)

int
rodu

ced
by

Bat
es

(
1996

).
Cont

ain
s
th
e
He
sto

n
(1
993)

SV
squ

are
roo

t
mo
del

as
a
sp
eci

al
c
ase.

\n

Refe
ren

ce:
\n

Bate
s,

Davi
d
S.

(1
996)

:
\n

Jump
s
a
nd

s
toch

ast
ic

v
olat

ili
ty:

exch
ang

e
ra
te

p
roc

esse
s
im
pli

cit
in

deut
sche

ma
rk

o
ptio

ns
\n

Revi
ew

of
F
inan

cia
l
St
udie

s
9
:
p.

69
-107

\n
http

://
rfs.

oupj
our

nals
.org

/cg
i/co

nte
nt/a

bstr
act

/9/1
/69

*
/

c
las

s
SV
JDE

ngin
e;

c
las

s
SV
JDI

nteg
rand

{
publ

ic:
SVJ

DInt
egra

nd(
int

j,
d
oub

le
S
,
d
oubl

e
K,

co
nst

SVJD
Eng

ine*
eng

ine
)

:
j
_(j)

,
S
_(S)

,
K_
(K)

,
en
gin

e_(e
ngin

e)
{}

dou
ble

oper
ato

r()(
doub

le
u)

c
ons

t;
priv

ate
:

int
j_;

dou
ble

S_,
K_;

con
st

S
VJDE

ngi
ne*

engi
ne_

;
}
;

c
las

s
SV
JDP

dfIn
tegr

and
{

publ
ic:
SVJ

DPdf
Inte

gra
nd(d

oubl
e
z
,
co
nst

SVJ
DEng

ine
*
en
gine

)
:
z
_(z)

,
e
ngin

e_(e
ngi

ne)
{}

dou
ble

oper
ato

r()(
doub

le
u)

c
ons

t;
priv

ate
:

dou
ble

z_;
con

st
S
VJDE

ngi
ne*

engi
ne_

;
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}
;

c
las

s
SV
JDE

ngin
e
:
pub

lic
Gene

ric
Engi

ne<
SVJD

Argu
men

ts,
Opti

onV
alue

>
{

pu
blic

:
void

ca
lcul

ate(
)
c
onst

;

//!
giv

es
t
he

v
alu

e
of

the
pr
obab

ili
ty

d
ensi

ty
func

tion
fo
r
th
e

//!
sto

ck
r
etur

n
z
=
l
og(S

T
/
S0)

doub
le

pdf(
doub

le
z)

c
onst

;

//
the

se
two

need
ac
cess

to
F

fr
iend

do
uble

SVJ
DIn

tegr
and:

:op
erat

or(
)(do

uble
u)

con
st;

fr
iend

do
uble

SVJ
DPd

fInt
egra

nd:
:ope

rat
or()

(dou
ble

u)
cons

t;

pr
otec

ted
:

//
h
elp

er
f
unct

ion
void

tr
ansl

ateA
rgu

ment
s()

con
st;

//
m
ath

emat
ical

sy
mbol

s
to

ma
ke

c
ode

mor
e
re
ada

ble
muta

ble
dou

ble
S_,

K_;
muta

ble
Rat

e
r_
;

muta
ble

Spr
ead

q_;
muta

ble
Tim

e
T_
;

muta
ble

dou
ble

V_,
sig

mav_
,
b
etas

tar
_,

a
lpha

_,
rho_

;
muta

ble
dou

ble
lam

bdas
tar_

,
k
mean

sta
r_,

delt
a_;

//
a
uxi

liar
y
va
ria

bles
/
f
unc

tion
s

inli
ne

doub
le

m
y(i

nt
j
)
co
nst

{
r
etur

n
(3
.0

-
2.
0
*
j)

/
2.
0;

}

inli
ne

doub
le

b
eta

(int
j)

con
st

{
r
etur

n
be
tas

tar_
+
r
ho_

*
s
igm

av_
*
(j

-
2);

}

comp
lex

<dou
ble>

ga
mma(

int
j,

comp
lex

<dou
ble>

u)
con

st;

comp
lex

<dou
ble>

C(
int

j,
c
omp

lex<
dou

ble>
u)

con
st;

comp
lex

<dou
ble>

D(
int

j,
c
omp

lex<
dou

ble>
u)

con
st;

comp
lex

<dou
ble>

E(
int

j,
c
omp

lex<
dou

ble>
u)

con
st;

//
m
ome

nt
g
ener

ati
ng

f
unct

ion
s
(F
1
a
nd

F
2)

comp
lex

<dou
ble>

F(
int

j,
c
omp

lex<
dou

ble>
u)

con
st;

//
p
rob

abil
itie

s
(
P1

a
nd

P
2)

doub
le

P(in
t
j)

co
nst;

}
;

}#
endi

f

D
.2.2

svjd
en
gin
e.cp

p
#
incl

ude
<nq

/Ma
th/K

ronr
odI

nteg
ral.

hpp
>

#
incl

ude
<nq

/Pr
icin

gEng
ine

s/sv
jden

gin
e.hp

p>

n
ames

pac
e
Ne
sQu

ant
{
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void
SV
JDEn

gine
::t

rans
late

Arg
umen

ts(
)
co
nst

{
//

tran
slat

e
a
rgum

ent
nam

es
t
o
m
athe

mati
cal

nam
es

S_
=
ar
gume

nts
_.un

derl
yin

g;
K_

=
ar
gume

nts
_.st

rike
;

r_
=
ar
gume

nts
_.ri

skFr
eeR

ate;
q_

=
ar
gume

nts
_.di

vide
ndY

ield
;

T_
=
ar
gume

nts
_.ma

turi
ty;

V_
=
ar
gume

nts
_.vo

lati
lit

y
*
arg

umen
ts_.

vol
atil

ity;
sig

mav_
=
a
rgu

ment
s_.v

ola
tili

tyO
fVol

atil
ity

;
bet

asta
r_

=
ar
gume

nts_
.me

anRe
ver

sion
Rate

;
alp

ha_
=
(a
rgu

ment
s_.s

tea
dySt

ate
Vola

tili
ty

*
argu

ment
s_.

stea
dyS

tate
Vola

til
ity)

*
bet

asta
r_;

rho
_
=
argu

men
ts_.

corr
ela

tion
Und

erly
ingV

ola
tili

ty;
lam

bdas
tar_

=
argu

ment
s_.

jump
Int

ensi
ty;

kme
anst

ar_
=
a
rgum

ents
_.j

umpM
ean

;
del

ta_
=
ar
gum

ents
_.ju

mpS
tand

ard
Devi

atio
n;

}void
SV
JDEn

gine
::c

alcu
late

()
cons

t
{

tra
nsla

teAr
gum

ents
();

//
calc

ulat
e
d
isco

unt
fac

tors
Dis

coun
tFac

tor
div

iden
dDi

scou
nt

=
QL
_EXP

(-q
_
*
T_);

Dis
coun

tFac
tor

ris
kFre

eDi
scou

nt
=
QL
_EXP

(-r
_
*
T_);

//
calc

ulat
e
p
roba

bili
tie

s
dou

ble
MP1,

MP
2;

/
/
mo
dif

ied
P1,

P2

swi
tch

(arg
ume

nts_
.typ

e)
{

c
ase

Opti
on:

:Cal
l:

MP1
=
P
(1)

;
MP2

=
P
(2)

;
bre

ak;
c
ase

Opti
on:

:Put
:

MP1
=
P
(1)

-
1
.0;

MP2
=
P
(2)

-
1
.0;

bre
ak;

c
ase

Opti
on:

:Str
addl

e:
MP1

=
2
.0

*
P(
1)

-
1.
0;

MP2
=
2
.0

*
P(
2)

-
1.
0;

bre
ak;

d
efau

lt:
thr

ow
I
lle

galA
rgum

ent
Erro

r("
SVJD

Engi
ne:

inv
alid

op
tion

typ
e")

;
}//

calc
ulat

e
o
ptio

n
pr
ice

res
ults

_.va
lue

=
S
_
*
div

iden
dDi

scou
nt

*
MP
1

-
K_

*
r
iskF

ree
Disc

ount
*
MP2;

}comp
lex

<dou
ble>

SV
JDEn

gine
::g

amma
(in

t
j,

com
ple

x<do
uble

>
u
)
co
nst

{
ret

urn
QL_C

OMP
LEX_

SQRT
(
(
rho_

*
sigm

av_
*
u
-
b
eta(

j))
*
(
rho

_
*
sigm

av_
*
u
-
b
eta

(j))
-
2.0

*
sigm

av_
*
s
igma

v_
*
(
my(

j)
*
u
+
(u

*
u
)
/
2.0

));
}comp

lex
<dou

ble>
SV
JDEn

gine
::C

(int
j,

com
plex

<do
uble

>
u)

co
nst

{
com

plex
<dou

ble
>
ex
pgam

maj
T
=
QL_

COMP
LEX_

EXP
(gam

ma(j
,
u
)
*
T_);

ret
urn

(r_
-
q
_
-
lamb

das
tar_

*
kmea

nsta
r_)

*
u
*
T
_
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-
((
alp

ha_
*
T_
)
/
(si

gma
v_

*
sig

mav
_))

*
(rh

o_
*
sig

mav
_
*
u
-
bet

a(j)
-
gamm

a(j,
u)
)

-
((
2.0

*
a
lpha

_)
/
(s
igm

av_
*
si
gma

v_))
*
QL
_COM

PLEX
_LO

G(1.
0
+
(rh

o_
*
si
gmav

_
*
u
-
bet

a(j)
-
gamm

a(j,
u)
)

/
2.
0

*
((1

.0
-
exp

gam
majT

)
/
gam

ma(j
,
u
)));

}comp
lex

<dou
ble>

SV
JDEn

gine
::D

(int
j,

com
plex

<do
uble

>
u)

co
nst

{
com

plex
<dou

ble
>
ex
pgam

maj
T
=
QL_

COMP
LEX_

EXP
(gam

ma(j
,
u
)
*
T_);

ret
urn

-2.0
*
(my(

j)
*
u
+
(u

*
u)

/
2.0

)
/
(r
ho_

*
si
gma

v_
*
u
-
be
ta(j

)
+
gam

ma(j
,
u
)
*
(1.

0
+
expg

amm
ajT)

/
(
1.0

-
e
xpga

mma
jT))

;
}comp

lex
<dou

ble>
SV
JDEn

gine
::E

(int
j,

com
plex

<do
uble

>
u)

co
nst

{
dou

ble
temp

1;
com

plex
<dou

ble
>
te
mp2;

tem
p1

=
pow

(1.
0
+
kmea

nst
ar_,

my
(j)

+
0.
5);

tem
p2

=
QL_

COM
PLEX

_POW
(1.

0
+
kme

anst
ar_,

u)
;

ret
urn

lamb
das

tar_
*
T
_
*
tem

p1
*
(t
emp

2
*
QL_C

OMP
LEX_

EXP
(

de
lta_

*
d
elt

a_
*
(m
y(j)

*
u
+
(u

*
u)

/
2
.0))

-
1.0

);
}comp

lex
<dou

ble>
SV
JDEn

gine
::F

(int
j,

com
plex

<do
uble

>
u)

co
nst

{
ret

urn
QL_C

OMP
LEX_

EXP(
C(j

,
u)

+
D(j,

u)
*
V
_
+
E(j,

u)
);

}doub
le

SVJD
Inte

gra
nd::

oper
ato

r()(
dou

ble
u)

c
ons

t
{

con
st

c
ompl

ex<
doub

le>
I(0

,1);
dou

ble
temp

=
QL_L

OG(K
_/S

_);
ret

urn
QL_I

MAG
(eng

ine_
->F

(j_,
I
*
u)

*
QL
_CO

MPLE
X_EX

P(-
I
*
u
*
tem

p))/
u;

}doub
le

SVJD
Engi

ne:
:P(i

nt
j
)
c
onst

{
usi

ng
N
esQu

ant
::Ma

th::
Kro

nrod
Int

egra
l;

Kro
nrod

Inte
gra

l
in
tegr

ato
r(0.

000
01);

SVJ
DInt

egra
nd

inte
gran

d(j
,
S_
,
K
_,

t
his)

;

dou
ble

inte
gra

l
=
inte

gra
tor(

int
egra

nd,
0,

300)
;

ret
urn

0.5
+
M
_1_P

I
*
int

egra
l;

}doub
le

SVJD
PdfI

nte
gran

d::o
per

ator
()(

doub
le

u
)
c
onst

{
con

st
c
ompl

ex<
doub

le>
I(0

,1);
ret

urn
QL_R

EAL
(eng

ine_
->F

(2,
I
*
u)

*QL_
COM

PLEX
_EXP

(-I
*
u
*
z_))

;
}doub

le
SVJD

Engi
ne:

:pdf
(dou

ble
z)

con
st

{
tra

nsla
teAr

gum
ents

();
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usi
ng

N
esQu

ant
::Ma

th::
Kro

nrod
Int

egra
l;

Kro
nrod

Inte
gra

l
in
tegr

ato
r(0.

000
01);

SVJ
DPdf

Inte
gra

nd
i
nteg

ran
d(z,

th
is);

dou
ble

inte
gra

l
=
inte

gra
tor(

int
egra

nd,
0,

300)
;

ret
urn

M_1_
PI

*
in
tegr

al;
}

}D
.2.3

kron
rod

integral.h
p
p

#
ifnd

ef
nesq

uan
t_kr

onro
d_i

nteg
ral_

h
#
defi

ne
nesq

uan
t_kr

onro
d_i

nteg
ral_

h

#
incl

ude
<ql

/ty
pes.

hpp>
#
incl

ude
<ql

/er
rors

.hpp
>

#
incl

ude
<ql

/Da
taFo

rmat
ter

s.hp
p>

n
ames

pac
e
Ne
sQu

ant
{

n
ames

pac
e
Ma
th

{

/
/!

Inte
gra

l
of

a
1
-di

mens
iona

l
f
unct

ion
usi

ng
t
he

Gaus
s-Kr

onr
od

m
etho

d
/
*!

Refe
ren

ces:
\n

Gaus
s-K

ronr
od

I
nte

grat
ion

<htt
p:/

/mat
hcss

un1
.emp

oria
.ed

u/~o
nei

lcat
/Exp

eri
ment

Appl
et3

/Exp
erim

ent
Appl

et3
.htm

l>
\
n

NMS
-
N
umer

ical
An
alys

is
L
ibr

ary
<htt

p:/
/www

.mat
h.i

asta
te.e

du/
burk

ard
t/f_

src/
nms

/nms
.htm

l>
*
/

c
las

s
Kr
onr

odIn
tegr

al
{

pu
blic

:
Kron

rod
Inte

gral
(do

uble
tol

era
nce_

,
l
ong

maxF
unc

tion
Eval

uat
ions

);

temp
lat

e
<c
lass

F>
doub

le
oper

ator
()(

cons
t
F&

f,
dou

ble
a,

doub
le

b)
{

QL_
REQU

IRE(
a
<
b,

"to
com

pute
an

int
egr

al
o
n
[a
,b]

it
must

be
a<b

;
"

"a=
"+Do

uble
For

matt
er:

:toS
trin

g(a
)+",

"
"b=

"+Do
uble

For
matt

er:
:toS

trin
g(b

));
fun

ctio
nEva

lua
tion

s_
=
0;

ret
urn

Gaus
sKr

onro
d(f,

a,
b,

tol
eran

ce_)
;

}long
fu
ncti

onEv
alu

atio
ns()

{
retu

rn
func

tion
Eva

luat
ions

_;
}

pr
ivat

e:

temp
lat

e
<c
lass

F>
doub

le
Gaus

sKro
nro

d(co
nst

F&
f,

co
nst

dou
ble

a,
cons

t
do
ubl

e
b,

co
nst

dou
ble

tol
eran

ce)
{

//
weig

hts
for

7-p
oint

Ga
uss-

Leg
endr

e
in
teg

rati
on

//
(onl

y
4
val

ues
out

of
7
ar
e
g
iven

as
the

y
ar
e
sy
mme

tric
)

sta
tic

cons
t
d
oubl

e
g7
w[]

=
{
0.4

1795
9183

673
469,

0.3
8183

005
0505

119,
0.
2797

053
9148

9277
,
0
.129

4849
661

6887
0
};
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//
weig

hts
for

15-
poin

t
G
auss

-Kr
onro

d
in
teg

rati
on

sta
tic

cons
t
d
oubl

e
k1
5w[

]={
0.2

0948
2141

084
728,

0.2
044

3294
0075

298
,

0.1
9035

057
8064

785,
0.
1690

0472
663

9267
,

0.1
4065

325
9715

525,
0.
1047

9001
032

2250
,

0.0
6309

209
2629

979,
0.
0229

3532
201

0529
};

//
absc

issa
e
(
eval

uati
on

poin
ts)

//
for

15-p
oin

t
Ga
uss-

Kro
nrod

in
tegr

atio
n

sta
tic

cons
t
d
oubl

e
k1
5t[

]={
0.0

0000
0000

000
000,

0.2
077

8495
5007

898
,

0.4
0584

515
1377

397,
0.
5860

8723
546

7691
,

0.7
4153

118
5599

394,
0.
8648

6442
335

9769
,

0.9
4910

791
2342

758,
0.
9914

5537
112

0813
};

con
st

d
oubl

e
h
alfl

engt
h
=
(b

-
a
)
/
2;

con
st

d
oubl

e
c
ente

r
=
(a

+
b)

/
2;

dou
ble

g7;
//

will
be

res
ult

of
G7

i
nteg

ral
dou

ble
k15;

//
wil

l
be

re
sult

of
K15

int
egr

al

dou
ble

t,
f
sum

;
//

t
(
abs

ciss
a)

and
f(t)

dou
ble

fc
=
f(
cent

er);
g7

=
fc

*
g
7w[

0];
k15

=
f
c
*
k15

w[0]
;

//
calc

ulat
e
g
7
an
d
ha
lf

of
k
15

int
j,

j2;
for

(j
=
1,

j2
=
2
;
j
<
4
;
j+
+,

j2
+
=
2)

{
t
=
hal

fle
ngth

*
k
15t

[j2]
;

fsu
m
=
f(c

ente
r
-
t)

+
f(
cen

ter
+
t)
;

g7
+=

fsu
m
*
g7w[

j];
k15

+=
fsu

m
*
k15w

[j2
];

}//
calc

ulat
e
o
ther

hal
f
o
f
k1
5

for
(j2

=
1
;
j
2
<
8;

j
2
+
=
2)

{
t
=
hal

fle
ngth

*
k
15t

[j2]
;

fsu
m
=
f(c

ente
r
-
t)

+
f(
cen

ter
+
t)
;

k15
+=

fsu
m
*
k15w

[j2
];

}//
mult

iply
by

(a
-
b)

/
2

g7
=
ha
lfle

ngt
h
*
g7;

k15
=
h
alfl

eng
th

*
k15

;

//
15

m
ore

fun
ctio

n
ev
alu

atio
ns

have
bee

n
u
sed

fun
ctio

nEva
lua

tion
s_

+
=
1
5;

//
erro

r
is

<=
k15

-
g
7

//
if

e
rror

is
lar

ger
tha

n
to
ler

ance
the

n
s
plit

the
in
terv

al
//

in
t
wo

a
nd

inte
grat

e
r
ecur

siv
ely

if
(QL_

FABS
(k1

5
-
g7)

<
t
oler

anc
e)

ret
urn

k15
;

els
e
{QL_
REQU

IRE
(fun

ctio
nEv

alua
tio

ns_+
30

<
=
m
axFu

ncti
onE

valu
atio

ns_
,

"ma
xFu

ncti
onEv

alu
atio

ns
of

"
+
I
nte

gerF
orma

tte
r::t

oSt
ring

(max
Fun

ctio
nEva

lua
tion

s_)
+
"
ex
ceed

ed")
;

ret
urn

Gau
ssKr

onro
d(f

,
a,

ce
nter

,
to
ler

ance
/2)

+
G
auss

Kron
rod

(f,
cen

ter,
b,

tol
eran

ce/2
);

}
}doub

le
tole

ranc
e_;
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long
fu
ncti

onEv
alu

atio
ns_;

long
ma
xFun

ctio
nEv

alua
tion

s_;
}
;

i
nli

ne
K
ron

rodI
nteg

ral
::Kr

onro
dIn

tegr
al

(dou
ble

tol
eran

ce,
lon

g
ma
xFu

ncti
onE

valu
atio

ns
=
50
0)

:
to
lera

nce
_(to

lera
nce

),
m
axFu

nct
ionE

val
uati

ons_
(ma

xFun
ctio

nEv
alua

tion
s)

{
QL_R

EQU
IRE(

tole
ran

ce
>
QL_

EPS
ILON

,
"
tole

ranc
e
m
ust

be
>
0"
);

QL_R
EQU

IRE(
maxF

unc
tion

Eval
uat

ions
>=

15,
"max

Fun
ctio

nEva
lua

tion
s
m
ust

be
>
=
1
5");

}

}}#
endi

f

D
.3

M
onte

C
arlo

for
S
V
JD
-m
od
el

D
.3.1

svjd
p
ath

gen
erator.h

p
p

#
ifnd

ef
nesq

uan
t_mo

ntec
arl

o_sv
jdpa

th_
gene

rat
or_h

#
defi

ne
nesq

uan
t_mo

ntec
arl

o_sv
jdpa

th_
gene

rat
or_h

#
incl

ude
<ql

/di
ffus

ionp
roc

ess.
hpp>

#
incl

ude
<ql

/Mo
nteC

arlo
/pa

th.h
pp>

#
incl

ude
<ql

/Ra
ndom

Numb
ers

/ran
doma

rra
ygen

era
tor.

hpp>

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Mont
eCar

lo;

n
ames

pac
e
Qu
ant

Lib
{

n
ame

spac
e
M
onte

Carl
o
{

temp
lat

e
<c
lass

SG
>

clas
s
S
VJDP

athG
ene

rato
r
:
pub

lic
Pat

hGen
erat

or<
SG>

{
pu
bli

c:
SVJ

DPat
hGen

era
tor(

doub
le

risk
Fre

eRat
e,

d
oubl

e
d
ivid

endY
iel

d,
d
oubl

e
v
olat

ilit
y,

doub
le

vola
tili

tyO
fVol

atil
ity

,
d
oubl

e
s
tead

ySta
teV

olat
ili

ty,
d
oubl

e
m
eanR

ever
sio

nRat
e,

d
oubl

e
c
orre

lati
onU

nder
lyi

ngVo
lati

lit
y,

d
oubl

e
j
umpI

nten
sit

y,
d
oub

le
j
umpM

ean
,

d
oubl

e
j
umpS

tand
ard

Devi
ati

on,
T
ime

len
gth,

Siz
e
t
imeS

tep
s,

c
onst

SG
&
ge
nera

tor
);

con
st

s
ampl

e_t
ype&

nex
t()

con
st;

con
st

s
ampl

e_t
ype&

vol
ati

lity
()

cons
t;

con
st

s
ampl

e_t
ype&

ant
ith

etic
()

cons
t;

pr
iva

te:
dou

ble
r_,

q_;
dou

ble
v0_;

dou
ble

sigm
av_

;
dou

ble
alph

abe
ta_;

//
alp

ha
/
be
tast

ar
dou

ble
beta

sta
r_;

dou
ble

rho_
;
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dou
ble

lamb
da_

;
dou

ble
kmea

nst
ar_;

dou
ble

delt
a_;

mut
able

sam
ple

_typ
e
vo
lat

ilit
y_;

Ran
domN

umbe
rs:

:Mer
senn

eTw
iste

rUn
ifor

mRng
ur
ng_;

Ran
domN

umbe
rs:

:ICG
auss

ian
Rng<

Ran
dom

Numb
ers

::Me
rsen

neT
wist

erUn
ifo

rmRn
g,

Mat
h::

Inve
rse

Cumu
lati

veN
orma

l>
g
rng

_;

mut
able

std
::v

ecto
r<do

ubl
e>

r
and

om1_
;

mut
able

std
::v

ecto
r<do

ubl
e>

r
and

om2_
;

mut
able

std
::v

ecto
r<bo

ol>
isJ

ump
_;

mut
able

std
::v

ecto
r<do

ubl
e>

r
and

omj_
;

}
;temp

lat
e
<c
lass

SG
>

SVJD
Pat

hGen
erat

or<
SG>:

:SVJ
DPa

thGe
ner

ator
(

dou
ble

ris
kFre

eRat
e,

doub
le

divi
dend

Yie
ld,

dou
ble

vol
atil

ity,
do
uble

vo
lati

lity
OfV

olat
ilit

y,
dou

ble
ste

adyS
tate

Vol
atil

ity
,
do
uble

me
anRe

vers
ion

Rate
,

dou
ble

cor
rela

tion
Und

erly
ing

Vola
tili

ty,
dou

ble
jum

pInt
ensi

ty,
dou

ble
jum

pMea
n,

dou
ble

jum
pSta

ndar
dDe

viat
ion

,
Tim

e
le
ngt

h,
S
ize

tim
eSte

ps,
con

st
S
G&

gene
rato

r)
:
Pa
thG

ener
ator

<SG
>

(Ha
ndle

<Dif
fus

ionP
roce

ss>
(n
ew

S
qua

reRo
otPr

oce
ss(1

,
1
,
1)
),

/
/
d
ummy

le
ngth

,
ti
meS

teps
,
ge
ner

ator
),

vol
atil

ity_
(Pa

th(t
imeG

rid
_),1

.0)
,

r_(
risk

Free
Rat

e),
q_(d

ivi
dend

Yie
ld),

v0_
(vol

atil
ity

*
v
olat

ili
ty),

sig
mav_

(vol
ati

lity
OfVo

lat
ilit

y),
alp

habe
ta_(

ste
adyS

tate
Vol

atil
ity

*
s
tead

ySt
ateV

olat
ili

ty),
bet

asta
r_(m

ean
Reve

rsio
nRa

te),
rho

_(co
rrel

ati
onUn

derl
yin

gVol
ati

lity
),

lam
bda_

(jum
pIn

tens
ity)

,
kme

anst
ar_(

jum
pMea

n),
del

ta_(
jum

pSta
ndar

dDe
viat

ion)
,

ran
dom1

_(ne
xt_

.val
ue.s

ize
()),

ra
ndom

2_(n
ext

_.va
lue.

siz
e())

,
isJ

ump_
(nex

t_.
valu

e.si
ze(

)),
ran

domj
_(ne

xt_
.val

ue.s
ize

())
{
}

temp
lat

e
<c
lass

SG
>

inli
ne

cons
t
ty
pen

ame
SVJD

Pat
hGen

era
tor<

SG>:
:sa

mple
_typ

e&
SVJD

Pat
hGen

erat
or<

SG>:
:nex

t()
con

st
{

typ
edef

typ
ena

me
S
G::s

amp
le_t

ype
seq

uenc
e_t

ype;

con
st

s
eque

nce
_typ

e&
s
equ

ence
1
=
gen

erat
or_

.nex
tSeq

uen
ce()

;
std

::co
py(s

equ
ence

1.va
lue

.beg
in(

),
s
eque

nce
1.va

lue.
end

(),
r
and

om1_
.beg

in(
));

con
st

s
eque

nce
_typ

e&
s
equ

ence
2
=
gen

erat
or_

.nex
tSeq

uen
ce()

;
std

::co
py(s

equ
ence

2.va
lue

.beg
in(

),
s
eque

nce
2.va

lue.
end

(),
r
and

om2_
.beg

in(
));

dou
ble

V
=
v0_

;
dou

ble
dW,

dWv
,
dJ

=
0
;

dou
ble

Zdri
ft,

Zdi
ff;

dou
ble

Vdri
ft,

Vdi
ff;

dou
ble

dt;
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Tim
e
t;

for
(Si

ze
i
=
0;

i
<
n
ext

_.va
lue

.siz
e();

i+
+)

{
t
=
tim

eGr
id_[

i+1]
;

dt
=
ti
meG

rid_
.dt(

i);

dW
=
ra
ndo

m1_[
i];

dWv
=
r
ho_

*
d
W
+
QL_

SQRT
(1

-
rh
o_

*
rh
o_)

*
ra
ndo

m2_[
i];

Vdr
ift

=
(
beta

star
_
*
(al

pha
beta

_
-
V))

*
d
t;

Vdi
ff

=
si
gmav

_
*
QL_

SQRT
(V

*
dt
)
*
dWv

;
V
+
=
Vd
rif

t
+
Vdif

f;
if

(V
<
0.
0000

1)
{

Vdi
ff

+=
-
V
+
0.0

0001
;

V
=
0.
0000

1;
}if

(lam
bda

_
>
0)

{
isJ

ump
_[i]

=
(
urn

g_.n
ext

().v
alue

<
lamb

da_
*
d
t);

if
(is

Jump
_[i]

)
{

ra
ndom

j_[i
]
=
grn

g_.
next

().v
alu

e;
dJ

=
Q
L_LO

G(1
+
k
mea

nsta
r_)

-
del

ta_
*
d
elt

a_
/
2

+
del

ta_
*
r
and

omj_
[i];

}
e
lse

{
dJ

=
0
;

}
}Zdr

ift
=
(
r_

-
q_

-
l
ambd

a_
*
km
eans

tar
_
-
0.5

*
V
)
*
dt;

Zdi
ff

=
QL
_SQR

T(V
*
d
t)

*
dW

+
d
J;

nex
t_.v

alu
e.dr

ift(
)[i

]
=
Zdr

ift;
nex

t_.v
alu

e.di
ffus

ion
()[i

]
=
Zdi

ff;
vol

atil
ity

_.va
lue.

dri
ft()

[i]
=
V
drif

t;
vol

atil
ity

_.va
lue.

dif
fusi

on(
)[i]

=
V
dif

f;
}ret

urn
next

_;
}temp

lat
e
<c
lass

SG
>

inli
ne

cons
t
ty
pen

ame
SVJD

Pat
hGen

era
tor<

SG>:
:sa

mple
_typ

e&
SVJD

Pat
hGen

erat
or<

SG>:
:ant

ith
etic

()
cons

t
{

dou
ble

V
=
v0_

;
dou

ble
dW,

dWv
,
dJ

=
0
;

dou
ble

Zdri
ft,

Zdi
ff;

dou
ble

Vdri
ft,

Vdi
ff;

dou
ble

dt;
Tim

e
t;

for
(Si

ze
i
=
0;

i
<
n
ext

_.va
lue

.siz
e();

i+
+)

{
t
=
tim

eGr
id_[

i+1]
;

dt
=
ti
meG

rid_
.dt(

i);

dW
=
-
ran

dom1
_[i]

;
dWv

=
-
(r
ho_

*
dW

+
QL_S

QRT
(1

-
rho

_
*
rho

_)
*
ra
ndom

2_[i
]);

Vdr
ift

=
(
beta

star
_
*
(al

pha
beta

_
-
V))

*
d
t;

Vdi
ff

=
si
gmav

_
*
QL_

SQRT
(V

*
dt
)
*
dWv

;
V
+
=
Vd
rif

t
+
Vdif

f;
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if
(V

<
0.
0000

1)
{

Vdi
ff

+=
-
V
+
0.0

0001
;

V
=
0.
0000

1;
}if

(lam
bda

_
>
0)

{
if

(is
Jump

_[i]
)
{

dJ
=
Q
L_LO

G(1
+
k
mea

nsta
r_)

-
del

ta_
*
d
elt

a_
/
2

+
del

ta_
*
(
-
r
ando

mj_[
i])

;
}
e
lse

{
dJ

=
0
;

}
}Zdr

ift
=
(
r_

-
q_

-
l
ambd

a_
*
km
eans

tar
_
-
0.5

*
V
)
*
dt;

Zdi
ff

=
QL
_SQR

T(V
*
d
t)

*
dW

+
d
J;

nex
t_.v

alu
e.dr

ift(
)[i

]
=
Zdr

ift;
nex

t_.v
alu

e.di
ffus

ion
()[i

]
=
Zdi

ff;
vol

atil
ity

_.va
lue.

dri
ft()

[i]
=
V
drif

t;
vol

atil
ity

_.va
lue.

dif
fusi

on(
)[i]

=
V
dif

f;
}ret

urn
next

_;
}temp

lat
e
<c
lass

SG
>

inli
ne

cons
t
ty
pen

ame
SVJD

Pat
hGen

era
tor<

SG>:
:sa

mple
_typ

e&
SVJD

Pat
hGen

erat
or<

SG>:
:vol

ati
lity

()
cons

t
{

ret
urn

vola
til

ity_
;

}type
def

SVJ
DPat

hGe
nera

tor
<Ra

ndom
Num

bers
::Ga

uss
ianR

and
omSe

quen
ceG

ener
ator

>
Ga
uss

ianS
VJDP

ath
Gene

rat
or;

}

}#
endi

f

D
.3.2

m
csvjd

en
gin
e.h
p
p

#
ifnd

ef
nesq

uan
t_mc

svjd
_en

gine
_h

#
defi

ne
nesq

uan
t_mc

svjd
_en

gine
_h

#
incl

ude
<ql

/gr
id.h

pp>
#
incl

ude
<ql

/Mo
nteC

arlo
/mo

ntec
arlo

mod
el.h

pp>
#
incl

ude
<ql

/Pr
icin

gEng
ine

s/va
nill

aen
gine

s.h
pp>

#
incl

ude
<ql

/Te
rmSt

ruct
ure

s/fl
atfo

rwa
rd.h

pp>
#
incl

ude
<ql

/Da
yCou

nter
s/A

ctua
l365

.hp
p>

#
incl

ude
<ql

/Ca
lend

ars/
Tar

get.
hpp>

#
incl

ude
<nq

/Mo
nteC

arlo
/sv

jdpa
thge

ner
ator

.hp
p>

#
incl

ude
<nq

/Pr
icin

gEng
ine

s/sv
jden

gin
e.hp

p>

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b;

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Pric
ingE

ngi
nes;
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u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Mont
eCar

lo;
u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Term
Stru

ctu
res;

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Cale
ndar

s;
u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

DayC
ount

ers
;

u
sing

Qu
antL

ib:
:Mat

h::S
tat

isti
cs;

u
sing

Ne
sQua

nt:
:SVJ

DArg
ume

nts;

n
ames

pac
e
Ne
sQu

ant
{

t
emp

late
<cl

ass
RNG

=
M
onte

Carl
o::

Pseu
doR

ando
m,

cl
ass

S
=
Sta

tist
ics>

c
las

s
MC
SVJ

DEng
ine

:
pu
blic

Ge
neri

cEng
ine

<SVJ
DArg

ume
nts,

Op
tion

Valu
e>,

pu
blic

Mc
Simu

lati
on<

Sing
leAs

set
<RNG

>,
S>

{
pu
blic

:
void

ca
lcul

ate(
)
c
onst

;
type

def
typ

enam
e

McSi
mul

atio
n<Si

ngl
eAss

et<R
NG>

,S>:
:pa

th_g
ener

ato
r_ty

pe
pat

h_ge
nera

tor
_typ

e;
type

def
typ

enam
e

McSi
mul

atio
n<Si

ngl
eAss

et<R
NG>

,S>:
:pa

th_p
rice

r_t
ype

pat
h_pr

icer
_ty

pe;
type

def
typ

enam
e

McSi
mul

atio
n<Si

ngl
eAss

et<R
NG>

,S>:
:st

ats_
type

sta
ts_t

ype;
//

c
ons

truc
tor

MCSV
JDE

ngin
e(Si

ze
maxT

imeS
tep

sPer
Yea

r,
bo
ol

anti
thet

icV
aria

te
=
fa
lse,

bo
ol

cont
rolV

ari
ate

=
f
alse

,
Si
ze

requ
ired

Sam
ples

=
Null

<int
>()

,
do
ubl

e
re
quir

edT
oler

anc
e
=
Null

<do
uble

>(),
Si
ze

maxS
ampl

es
=
Nu
ll<

int>
(),

lo
ng

seed
=
0
);

//
M
cSi

mula
tion

im
plem

enta
tio

n
Hand

le<
path

_gen
era

tor_
type

>
p
athG

ene
rato

r()
con

st;
Hand

le<
path

_pri
cer

_typ
e>

p
ath

Pric
er(

)
co
nst;

Time
Gri

d
ti
meGr

id(
)
co
nst;

//
d
ata

mem
bers

Size
ma
xTim

eSte
psP

erYe
ar_;

Size
re
quir

edSa
mpl

es_,
max

Sam
ples

_;
doub

le
requ

ired
Tol

eran
ce_;

long
se
ed_;

}
;

/
/
i
nlin

e
d
efin

itio
ns

t
emp

late
<cl

ass
RNG,

cl
ass

S>
i
nli

ne
M
CSV

JDEn
gin

e<RN
G,S>

::M
CSVJ

DEng
ine

(Siz
e
m
axTi

meSt
eps

PerY
ear,

boo
l
a
ntit

heti
cVa

riat
e,

boo
l
c
ontr

olVa
ria

te,
Siz

e
r
equi

redS
amp

les,
dou

ble
req

uire
dTo

lera
nce,

Siz
e
m
axSa

mple
s,

lon
g
s
eed)

:
Mc
Simu

lat
ion<

Sing
leA

sset
<RNG

>,S
>(an

tit
heti

cVar
iat

e,
f
alse

),
ma
xTim

eSt
epsP

erYe
ar_

(max
Time

Ste
psPe

rYe
ar),

re
quir

edS
ampl

es_(
req

uire
dSam

ple
s),

ma
xSam

ple
s_(m

axSa
mpl

es),
re
quir

edT
oler

ance
_(r

equi
redT

ole
ranc

e),
se
ed_(

see
d)

{
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QL_
REQU

IRE(
!co

ntro
lVar

iat
e,

"MC
SVJD

Engi
ne:

con
tro

lVar
iate

no
t
su
ppor

ted
");

}

/
/
t
empl

ate
def

init
ion

s

t
emp

late
<cl

ass
RNG,

cl
ass

S>
i
nli

ne
H
and

le<Q
L_TY

PEN
AME

MCSV
JDE

ngin
e<R

NG,S
>::p

ath
_gen

erat
or_

type
>

M
CSV

JDEn
gin

e<RN
G,S>

::p
athG

ener
ato

r()
con

st
{

Time
Gri

d
gr
id

=
ti
meGr

id()
;

type
nam

e
RN
G::r

sg_
type

gen
=

RNG
::ma

ke_s
equ

ence
_gen

era
tor(

gri
d.si

ze()
,
s
eed_

);

Time
le
ngth

=
a
rgu

ment
s_.m

atu
rity

;
Size

ti
meSt

eps
=
g
rid.

size
();

retu
rn

Hand
le<p

ath
_gen

erat
or_

type
>

(new
Ga
ussi

anSV
JDP

athG
ene

rato
r(

arg
umen

ts_.
ris

kFre
eRa

te,
arg

umen
ts_.

div
iden

dYi
eld,

arg
umen

ts_.
vol

atil
ity

,
arg

umen
ts_.

vol
atil

ity
OfVo

lati
lit

y,
arg

umen
ts_.

ste
adyS

tat
eVol

atil
ity

,
arg

umen
ts_.

mea
nRev

ers
ionR

ate,
arg

umen
ts_.

cor
rela

tio
nUnd

erly
ing

Vola
tili

ty,
arg

umen
ts_.

jum
pInt

ens
ity,

arg
umen

ts_.
jum

pMea
n,

arg
umen

ts_.
jum

pSta
nda

rdDe
viat

ion
,

len
gth,

tim
eSt

eps,
gen

));
}t
emp

late
<cl

ass
RNG,

cl
ass

S>
i
nli

ne
v
oid

MCS
VJDE

ngi
ne<R

NG,S
>::

calc
ula

te()
con

st
{

QL_R
EQU

IRE(
requ

ire
dTol

eran
ce_

!=
Nul

l<do
uble

>()
||

int(
req

uire
dSam

ple
s_)

!=
Null

<int
>()

,
"MCS

VJD
Engi

ne::
cal

cula
te:

"
"nei

the
r
to
lera

nce
nor

nu
mber

of
sam

ples
set

");

//!
Ini

tial
ize

the
one

-fac
tor

Mon
te

Carl
o

mcMo
del

_
=

Han
dle<

Mont
eCa

rloM
odel

<
Sin

gleA
sset

<RN
G>,

S>
>(

new
Mont

eCa
rloM

odel
<

Sin
gleA

sset
<RN

G>,
S>(

path
Gen

erat
or()

,
p
athP

ric
er()

,
S(
),

anti
the

ticV
aria

te_
));

if
(
req

uire
dTol

era
nce_

!=
Nul

l<do
ubl

e>()
)
{

if
(int

(max
Sam

ples
_)

!
=
N
ull<

int
>())

val
ue(r

equ
ired

Tole
ran

ce_,
ma
xSam

ples
_);

els
eval

ue(r
equ

ired
Tole

ran
ce_)

;
}
el
se

{
val

ueWi
thSa

mpl
es(r

equi
red

Samp
les

_);
}resu

lts
_.va

lue
=
m
cMod

el_-
>sa

mple
Acc

umul
ator

().
mean

();
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if
(
RNG

::al
lows

Err
orEs

tima
te)

res
ults

_.er
ror

Esti
mate

=
mcM

odel
_->

samp
leAc

cum
ulat

or(
).er

rorE
sti

mate
();

}t
emp

late
<c
lass

RNG
,
c
lass

S>
i
nli

ne
H
and

le<Q
L_T

YPEN
AME

MCS
VJDE

ngin
e<R

NG,S
>::

path
_pri

cer
_typ

e>
M
CSV

JDEn
gin

e<RN
G,S>

::p
athP

rice
r()

con
st

{
Reli

nka
bleH

andl
e<T

ermS
truc

tur
e>

t
s(H

andl
e<Te

rmS
truc

ture
>

(ne
w
Fl
atFo

rwa
rd(D

ate:
:to

days
Dat

e(),
T
ARGE

T()
.adv

anc
e(Da

te::
tod

aysD
ate(

),
2,

D
ays)

,
a
rgum

ent
s_.r

isk
Free

Rate
,
A
ctua

l365
())

));

retu
rn

Hand
le<M

CSV
JDEn

gine
<RN

G,S>
::p

ath_
pric

er_
type

>(
new

Eur
opea

nPa
thPr

icer
(ar

gume
nts

_.ty
pe,

arg
ume

nts_
.un

derl
ying

,
arg

ume
nts_

.st
rike

,
ts)

);
}t
emp

late
<c
lass

RNG
,
c
lass

S>
i
nli

ne
T
ime

Grid
MCS

VJD
Engi

ne<R
NG,

S>::
tim

eGri
d()

con
st

{
retu

rn
Time

Grid
(ar

gume
nts_

.ma
turi

ty,
Si
ze(a

rgum
ent

s_.m
atu

rity
*

m
axTi

meS
teps

Per
Year

_));
}

}#
endi

f

D
.4

L
east-squ

ares
M
onte

C
arlo

D
.4.1

lsm
van

illaen
gin
e.h
p
p

#
ifnd

ef
nesq

uan
t_ls

mvan
ill

aeng
ine_

h
#
defi

ne
nesq

uan
t_ls

mvan
ill

aeng
ine_

h

#
incl

ude
<ql

/Mo
nteC

arlo
/eu

rope
anpa

thp
rice

r.h
pp>

#
incl

ude
<ql

/di
ffus

ionp
roc

ess.
hpp>

#
incl

ude
<ql

/Ra
ndom

Numb
ers

/ran
doms

equ
ence

gen
erat

or.h
pp>

#
incl

ude
<ql

/Ra
ndom

Numb
ers

/rng
type

def
s.hp

p>
#
incl

ude
<ql

/Mo
nteC

arlo
/mc

type
defs

.hp
p>

#
incl

ude
<ql

/Pr
icin

gEng
ine

s/va
nill

aen
gine

s.h
pp>

#
incl

ude
<ql

/pa
yoff

.hpp
>

#
incl

ude
<ql

/Mo
nteC

arlo
/pa

th.h
pp>

#
incl

ude
<ql

/Ma
th/s

tati
sti

cs.h
pp>

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b;

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Pric
ingE

ngi
nes;

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Mont
eCar

lo;
u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Rand
omNu

mbe
rs;

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Math
;

n
ames

pac
e
Ne
sQu

ant
{
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c
las

s
LS
MVa

nill
aEng

ine
:
p
ubli

c
V
anil

laE
ngin

e
{

p
ubl

ic:
LSMV

ani
llaE

ngin
e::

LSMV
anil

laE
ngin

e(S
ize

samp
les

=
1
00,

S
ize

time
Ste

ps
=
50,

S
ize

degr
ee

=
2,

b
ool

anti
the

tic
=
fa
lse

,
b
ool

cont
rol

Vari
ate

=
f
alse

,
l
ong

seed
=
0)

:
t
imeS

teps
_(t

imeS
teps

),
d
egre

e_(d
egr

ee),
s
ampl

es_(
sam

ples
),

s
eed_

(see
d),

a
ntit

heti
cVa

riat
e_(a

nti
thet

ic),
c
ontr

olVa
ria

te_(
cont

rol
Vari

ate)
{

};

void
ca
lcul

ate(
)
c
onst

;

p
riv

ate:
Size

ti
meSt

eps_
;

Size
de
gree

_;
/
/
h
ighe

st
d
egr

ee
f
or

poly
nomi

al
Size

sa
mple

s_;
bool

an
tith

etic
Var

iate
_,

c
ont

rolV
ari

ate_
;

long
se
ed_;

muta
ble

Sta
tist

ics
sam

pleA
ccu

mula
tor

_;
}
;

}#
endi

f

D
.4.2

lsm
van

illaen
gin
e.cp

p
#
incl

ude
<nq

/Pr
icin

gEng
ine

s/ls
mvan

ill
aeng

ine
.hpp

>
#
incl

ude
<nq

/Ma
th/p

olyn
omi

alfi
t.hp

p>
#
incl

ude
<io

str
eam>

u
sing

na
mesp

ace
std

;

n
ames

pac
e
Ne
sQu

ant
{

v
oid

LSM
Van

illa
Engi

ne:
:cal

cula
te(

)
co
nst

{

doub
le

s0
=
arg

ume
nts_

.und
erl

ying
;

doub
le

matu
rity

=
argu

ment
s_.

matu
rit

y;
Hand

le<
Payo

ff>
&pa

yoff
=
a
rgu

ment
s_.

payo
ff;

Hand
le<

Diff
usio

nPr
oces

s>
b
s(n

ew
B
lac

kSch
oles

Pro
cess

(
ar
gum

ents
_.r

iskF
reeT

S,
ar
gum

ents
_.d

ivid
endT

S,
ar
gum

ents
_.v

olTS
,

s0
));

Gaus
sia

nRan
domS

equ
ence

Gene
rat

or
g
en

=
Pse

udoR
ando

m::
make

_seq
uen

ce_g
ene

rato
r(ti

meS
teps

_,
s
eed

_);

Hand
le<

Gaus
sian

Pat
hGen

erat
or>

pat
hGe

nera
tor

=
Han

dle<
Gaus

sia
nPat

hGen
era

tor>
(n
ew

G
auss

ian
Path

Gene
rat

or(
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b
s,

m
atu

rity
,
ti
meS

teps
_,

gen)
);

//
i
f
a
ntit

heti
c
p
aths

are
us
ed,

twi
ce

a
s
ma
ny

path
s
ar
e
u
sed

Size
mo
dSam

ples
;
/
/
mo
difi

ed
samp

les
if

(
ant

ithe
ticV

ari
ate_

)
mod

Samp
les

=
2
*
s
ampl

es_
;

else
mod

Samp
les

=
s
ampl

es_;

//
I
nit

iali
ze

c
ont

rol
vari

ate
doub

le
cont

rolV
ari

ateV
alue

;
std:

:ve
ctor

<dou
ble

>
co
ntro

lVa
riat

ePa
thVa

lue(
mod

Samp
les)

;
argu

men
ts_.

exer
cis

eTyp
e
=
Exe

rcis
e::

Euro
pean

;
Hand

le<
Plai

nVan
ill

aPay
off>

pa
yoff

2
=
arg

umen
ts_

.pay
off;

Euro
pea

nPat
hPri

cer
con

trol
PP(

payo
ff2

->op
tion

Typ
e(),

s0,
payo

ff2
->st

rike
(),

arg
umen

ts_
.ris

kFre
eTS

);
if

(
con

trol
Vari

ate
_)

{
Ana

lyti
cEur

ope
anEn

gine
co
ntro

lPE
;

Van
illa

Opti
onA

rgum
ents

*
c
ontr

olA
rgum

ents
=

dyn
amic

_ca
st<V

anil
laO

ptio
nAr

gume
nts*

>(
con

tro
lPE.

argu
men

ts()
);

*co
ntro

lArg
ume

nts
=
ar
gum

ents
_;

con
trol

PE.c
alc

ulat
e();

con
st

V
anil

laO
ptio

nRes
ult

s*
c
ont

rolR
esul

ts
=

dyn
amic

_ca
st<c

onst
Va
nill

aOp
tion

Resu
lts

*>(c
ontr

olP
E.re

sult
s()

);
con

trol
Vari

ate
Valu

e
=
con

trol
Res

ults
->va

lue
;

}//
g
ene

rate
pat

hs
std:

:ve
ctor

<std
::v

ecto
r<do

ubl
e>

>
spa

ths(
modS

amp
les,

std
::v

ecto
r<d

oubl
e>(t

ime
Step

s_))
;

Gaus
sia

nPat
hGen

era
tor:

:sam
ple

_typ
e
p
athS

ampl
e
=
pat

hGen
era

tor-
>nex

t()
;

for
(Si

ze
i
=
0
;
i
<
m
odSa

mpl
es;

++i
)
{

if
(ant

ithe
tic

Vari
ate_

&&
i%2

==
1)

pat
hSam

ple
=
p
athG

ene
rato

r->
anti

thet
ic(

);
els

epat
hSam

ple
=
p
athG

ene
rato

r->
next

();

dou
ble

s
=
s0;

for
(Si

ze
j
=
0;

j
<
t
ime

Step
s_;

++j
)
{

s
*
=
QL
_EX

P(pa
thSa

mpl
e.va

lue
[j])

;
spa

ths[
i][

j]
=
s;

}if
(con

trol
Var

iate
_)

{
con

trol
Var

iate
Path

Val
ue[i

]
=
con

trol
PP(

path
Samp

le.
valu

e);
}

}//
s
et

valu
es

a
t
m
atur

ity
std:

:ve
ctor

<dou
ble

>
U(
modS

amp
les)

;
std:

:ve
ctor

<Siz
e>

stop
ping

Tim
e(mo

dSa
mple

s,
-
1);

//
neve

r
e
xerc

ised
=
-1

Size
k
=
ti
meSt

eps
_;

Disc
oun

tFac
tor

dis
coun

t
=
arg

umen
ts_

.ris
kFre

eTS
->di

scou
nt(

matu
rity

);

for
(i

=
0;

i
<
mo
dSam

ples
;
+
+i)

{
U[i

]
=
disc

oun
t
*
(*pa

yof
f)(s

pat
hs[i

][k-
1])

;
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}//
m
ove

bac
kwar

ds
doub

le
dt

=
mat

uri
ty

/
tim

eSt
eps_

;

for
(k

=
ti
meSt

eps
_
-
1;

k
>
0;

-
-k)

{
cou

t
<<

"k
:
"
<<

k
<<

en
dl;

//
find

in-
the

-mon
ey

p
ath

s
an
d
(
x,

y
)
re
gre

ssio
n
da
ta

std
::ve

ctor
<Si

ze>
itmp

ath
s;

std
::ve

ctor
<do

uble
>
xd
ata

;
std

::ve
ctor

<do
uble

>
yd
ata

;

for
(i

=
0;

i
<
mo
dSam

ple
s;

+
+i)

{
dou

ble
s
=
spa

ths[
i][

k-1]
;

if
((*p

ayo
ff)(

s)
>
0)

{
itm

pat
hs.p

ush_
bac

k(i)
;

xda
ta.

push
_bac

k(s
);

yda
ta.

push
_bac

k(U
[i])

;
}

}if
(itm

path
s.s

ize(
)
>
0)

{
//

do
r
egr

essi
on

Pol
ynom

ial
Fit

pf(x
dat

a,
y
dat

a,
d
egre

e_)
;

con
st

A
rra

y
co
ntva

l
=
pf.

val
ue()

;

//
comp

are
con

tinu
ati

on
v
alu

e
wi
th

e
xer

cise
val

ue
dis

coun
t
=
arg

umen
ts_

.ris
kFr

eeTS
->di

sco
unt(

k
*
dt)

;
for

(Si
ze

l
=
0;

l
<
itmp

ath
s.si

ze()
;
+
+l)

{
i
=
it
mpat

hs[l
];

dou
ble

exe
rval

=
disc

oun
t
*
(*pa

yof
f)(x

data
[l]

);

if
(ex

erva
l
>
con

tval
[l]

)
{

U[
i]

=
exe

rva
l;

st
oppi

ngTi
me[

i]
=
k;

}
}

}
}//

a
dju

st
f
or

c
ont

rol
vari

ate
if

(
con

trol
Vari

ate
_)

for
(i

=
0;

i
<
mo
dSam

ple
s;

i
++)

{
U[i

]
+=

co
ntro

lVar
iat

eVal
ue

-
co
ntro

lVa
riat

ePat
hVa

lue[
i];

}

//
c
alc

ulat
e
av
era

ge
if

(
ant

ithe
ticV

ari
ate_

)
for

(i
=
0;

i
<
mo
dSam

ple
s;

i
+=2

)
{

sam
pleA

ccu
mula

tor_
.ad

d((U
[i]

+
U
[i+1

])
/
2)
;

}
else

for
(i

=
0;

i
<
sa
mple

s_;
i++

)
{

sam
pleA

ccu
mula

tor_
.ad

d(U[
i])

;
}

doub
le

valu
e
=
sam

pleA
ccum

ula
tor_

.me
an()

;

//
c
omp

are
with

ex
erci

se
a
t
t
ime

0
if

(
(*p

ayof
f)(s

0)
>
va
lue)

{
val

ue
=
(*p

ayo
ff)(

s0);
sam

pleA
ccum

ula
tor_

.res
et(

);
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for
(i

=
0;

i
<
mo
dSam

ple
s;

i
++)

{
if

((!a
nti

thet
icVa

ria
te_)

||
i%2

==0)
sam

ple
Accu

mula
tor

_.ad
d(v

alue
);

sto
ppin

gTi
me[i

]
=
0;

}
}//

r
etu

rn
v
alue

resu
lts

_.va
lue

=
v
alue

;
resu

lts
_.er

rorE
sti

mate
=
s
amp

leAc
cum

ulat
or_.

err
orEs

tima
te(

);
}

}D
.4.3

p
olyn

om
ialfi

t.h
p
p

#
ifnd

ef
nesq

uan
t_po

lyno
mia

lfit
_h

#
defi

ne
nesq

uan
t_po

lyno
mia

lfit
_h

#
incl

ude
<ve

cto
r>

#
incl

ude
<ql

/Ma
th/s

vd.h
pp>

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b;

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Math
;

n
ames

pac
e
Ne
sQu

ant
{

c
las

s
Po
lyn

omia
lFit

{

p
ubl

ic:
Poly

nom
ialF

it::
Pol

ynom
ialF

it(
Matr

ix
data

,
Si
ze

degr
ee

=
2)

:
dat

a_(
data

),
d
egr

ee_(
deg

ree)
,

fit
Fun

ctio
ns_(

deg
ree_

*
(dat

a.co
lum

ns()
-
1
)
+
1),

par
ame

ters
_(Ar

ray
(fit

Fun
ctio

ns_)
),

val
ue_

(Arr
ay(d

ata
_.ro

ws(
))),

isP
erf

orme
d_(f

als
e)

{
QL_

REQU
IRE(

dat
a.ro

ws()
>
0,

"
no

data
");

QL_
REQU

IRE(
deg

ree
>=

1
,
"
degr

ee
of

p
olyn

omi
um

m
ust

be
>=

1
");

};Poly
nom

ialF
it::

Pol
ynom

ialF
it(

std:
:ve

ctor
<dou

ble
>
x,

std:
:ve

ctor
<dou

ble
>
y,

Size
de
gree

=
2
)

:
deg

ree
_(de

gree
),

fit
Fun

ctio
ns_(

deg
ree_

+
1),

par
ame

ters
_(Ar

ray
(fit

Fun
ctio

ns_)
),

val
ue_

(Arr
ay(x

.si
ze()

)),
isP

erf
orme

d_(f
als

e)
{

QL_
REQU

IRE(
x.s

ize(
)
==

y.
size

(),
"ve

ctor
s
m
ust

have
sa
me

s
ize"

);
QL_

REQU
IRE(

x.s
ize(

)
>
0,

"emp
ty

vect
ors

not
all

owed
");

QL_
REQU

IRE(
deg

ree
>=

1
,
"
degr

ee
of

p
olyn

omi
um

m
ust

be
>=

1
");

dat
a_

=
Mat

rix
(x.s

ize(
),

2);

for
(Si

ze
i
=
0;

i
<
x
.si

ze()
;
+
+i)

{
dat

a_[i
][0

]
=
x[i]

;
dat

a_[i
][1

]
=
y[i]

;
}

};
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Poly
nom

ialF
it::

Pol
ynom

ialF
it(

std:
:ve

ctor
<dou

ble
>
x,

std:
:ve

ctor
<dou

ble
>
y,

std:
:ve

ctor
<dou

ble
>
z,

Size
de
gree

=
2
)

:
deg

ree
_(de

gree
),

fit
Fun

ctio
ns_(

2
*
deg

ree
_
+
1),

par
ame

ters
_(Ar

ray
(fit

Fun
ctio

ns_)
),

val
ue_

(Arr
ay(x

.si
ze()

)),
isP

erf
orme

d_(f
als

e)
{

QL_
REQU

IRE(
x.s

ize(
)
==

y.
size

()
&&

y
.siz

e()
==

z.si
ze(

),
"ve

ctor
s
mu
st

have
sa
me

s
ize"

);
QL_

REQU
IRE(

x.s
ize(

)
>
0,

"emp
ty

vect
ors

not
all

owed
");

QL_
REQU

IRE(
deg

ree
>=

1
,
"
degr

ee
of

p
olyn

omi
um

m
ust

be
>=

1
");

dat
a_

=
Mat

rix
(x.s

ize(
),

3);

for
(Si

ze
i
=
0;

i
<
x
.si

ze()
;
+
+i)

{
dat

a_[i
][0

]
=
x[i]

;
dat

a_[i
][1

]
=
y[i]

;
dat

a_[i
][2

]
=
z[i]

;
}

};cons
t
A
rray

val
ue(

);
cons

t
A
rray

par
ame

ters
();

p
riv

ate:
void

pe
rfor

m();

Matr
ix

data
_;

Size
de
gree

_;
Size

fi
tFun

ctio
ns_

;
muta

ble
boo

l
is
Per

form
ed_;

muta
ble

Arr
ay

v
alu

e_;
muta

ble
Arr

ay
p
ara

mete
rs_;

}
;

}#
endi

f

D
.4.4

p
olyn

om
ialfi

t.cp
p

#
incl

ude
<nq

/Ma
th/p

olyn
omi

alfi
t.hp

p>

n
ames

pac
e
Ne
sQu

ant
{

c
ons

t
Ar
ray

Pol
ynom

ial
Fit:

:val
ue(

)
{

perf
orm

();
retu

rn
valu

e_;
}c
ons

t
Ar
ray

Pol
ynom

ial
Fit:

:par
ame

ters
()

{
perf

orm
();

retu
rn

para
mete

rs_
;

}v
oid

Pol
yno

mial
Fit:

:pe
rfor

m()
{

if
(
!is

Perf
orme

d_)
{

try
{
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//
SVD

can
onl

y
ha
ndl

e
mx
n
m
atri

ces
whe

re
m
>=n

boo
l
us
eTr

ansp
ose

=
f
alse

;
if

(dat
a_.

rows
()

<
fi
tFun

cti
ons_

)
use

Tra
nspo

se
=
tr
ue;

//
perf

orm
the

fit
us
ing

sin
gula

r
va
lue

dec
ompo

sit
ion

//
make

de
sign

mat
rix

M
Mat

rix
des

ignM
at(d

ata
_.ro

ws(
),

f
itFu

nct
ions

_);

for
(Si

ze
i
=
0;

i
<
data

_.r
ows(

);
+
+i)

{
des

ign
Mat[

i][0
]
=
1;

Siz
e
j
=
1
;

for
(S
ize

k
=
0;

k
<
dat

a_.c
olum

ns(
)
-
1;

+
+k)

{
do
uble

pow
x
=
dat

a_[
i][k

];
de
sign

Mat[
i][

j]
=
po
wx;

j+
+;

fo
r
(S
ize

l
=
2;

l
<
=
de
gree

_;
++l)

{
po
wx

*
=
d
ata_

[i]
[k];

de
sign

Mat
[i][

j]
=
po
wx;

j+
+;

}
}

}if
(use

Tra
nspo

se)
des

ign
Mat

=
tr
ans

pose
(de

sign
Mat)

;

//
do

s
ing

ular
val

ue
deco

mpo
siti

on
SVD

svd
(de

sign
Mat)

;
Mat

rix
U,

UT,
V;

Arr
ay

s
;

svd
.get

U(U
);

UT
=
tr
ans

pose
(U);

svd
.get

V(V
);

svd
.get

Sin
gula

rVal
ues

(s);

//
crea

te
diag

onal
mat

rix
S
=
dia

g(1/
s)

Mat
rix

S(s
.siz

e(),
s.
size

(),
0.0

);
for

(i
=
0
;
i
<
s.
siz

e();
++
i)

{
if

(QL
_FAB

S(s[
i])

>
Q
L_E

PSIL
ON)

S[
i][i

]
=
1
/
s[i

];
els

eS[
i][i

]
=
0.0

;
}Arr

ay
f
_(d

ata_
.row

s()
);

for
(i

=
0
;
i
<
f_
.si

ze()
;
+
+i)

{
f_[

i]
=
da
ta_[

i][
data

_.c
olum

ns()
-
1];

}if
(!us

eTr
ansp

ose)
{

//
cal

cula
te

p
ara

mete
rs

a
=
V
di
ag(

1/s)
UT

y
par

ame
ters

_
=
V
*
S
*
UT

*
f
_;

//
cal

cula
te

v
alu

e
v
=
M
a

val
ue_

=
d
esig

nMa
t
*
par

amet
ers_

;
}
e
lse

{
par

ame
ters

_
=
U
*
S
*
tr
ansp

ose(
V)

*
f_
;

val
ue_

=
t
rans

pos
e(de

sig
nMat

)
*
par

amet
ers_

;
}isP

erfo
rme

d_
=
tru

e;
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}
c
atch

(..
.)

{
//

if
a
n
e
rror

occ
urs

uns
et

flag
and

re
thro

w
er
ror

isP
erfo

rme
d_

=
fal

se;
thr

ow;
}

}
}

}D
.5

L
S
M
for

S
V
JD
-m
od
ellen

D
.5.1

lsm
svjd

en
gin

e.h
p
p

#
ifnd

ef
nesq

uan
t_ls

msvj
den

gine
_h

#
defi

ne
nesq

uan
t_ls

msvj
den

gine
_h

#
incl

ude
<ql

/di
ffus

ionp
roc

ess.
hpp>

#
incl

ude
<ql

/Ra
ndom

Numb
ers

/ran
doms

equ
ence

gen
erat

or.h
pp>

#
incl

ude
<ql

/Ra
ndom

Numb
ers

/rng
type

def
s.hp

p>
#
incl

ude
<ql

/Mo
nteC

arlo
/mc

type
defs

.hp
p>

#
incl

ude
<ql

/Pr
icin

gEng
ine

s/va
nill

aen
gine

s.h
pp>

#
incl

ude
<ql

/pa
yoff

.hpp
>

#
incl

ude
<ql

/Mo
nteC

arlo
/pa

th.h
pp>

#
incl

ude
<ql

/Ma
th/m

atri
x.h

pp>
#
incl

ude
<ql

/Mo
nteC

arlo
/eu

rope
anpa

thp
rice

r.h
pp>

#
incl

ude
<nq

/Pr
icin

gEng
ine

s/sv
jden

gin
e.hp

p>
#
incl

ude
<nq

/Mo
nteC

arlo
/sv

jdpa
thge

ner
ator

.hp
p>

#
incl

ude
<nq

/Ma
th/p

olyn
omi

alfi
t.hp

p>

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b;

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Pric
ingE

ngi
nes;

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Mont
eCar

lo;
u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Rand
omNu

mbe
rs;

u
sing

na
mesp

ace
Qua

ntLi
b::

Math
;

n
ames

pac
e
Ne
sQu

ant
{

c
las

s
LS
MSV

JDEn
gine

:
publ

ic
G
ene

ricE
ngi

ne<S
VJDA

rgu
ment

s,
O
pti

onVa
lue>

{

p
ubl

ic:
LSMS

VJD
Engi

ne::
LSM

SVJD
Engi

ne(
Size

sa
mple

s
=
100

,
Size

ti
meSt

eps
=
5
0,

Size
ex
erci

seTi
mes

=
5
0,

Size
de
gree

=
2
,

bool
an
tith

etic
Var

iate
=
f
als

e,
bool

co
ntro

lVar
iat

e
=
fals

e,
long

se
ed

=
0)

:
tim

eSte
ps_(

tim
eSte

ps),
exe

rcis
eTim

es_
(exe

rcis
eTi

mes)
,

deg
ree_

(deg
ree

),
sam

ples
_(sa

mpl
es),

see
d_(s

eed)
,

ant
ithe

ticV
ari

ate_
(ant

ith
etic

Vari
ate

),
con

trol
Vari

ate
_(co

ntro
lVa

riat
e)

{
QL_R

EQU
IRE(

time
Ste

ps
%
ex
erci

seTi
mes

==
0,

"tim
eSt

eps
mus

t
be

div
isi

ble
with

ex
erci

seTi
mes

");
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};

void
ca
lcul

ate(
)
c
onst

;
cons

t
M
atri

x
ex
erc

iseP
oint

s()
con

st
{

ret
urn

exer
cis

ePoi
nts_

;
}cons

t
S
tati

stic
s&

samp
leAc

cum
ulat

or(
)
co
nst

{
ret

urn
samp

leA
ccum

ulat
or_

;
}

p
riv

ate:
bool

an
tith

etic
Var

iate
_,

c
ont

rolV
ari

ate_
;

Size
ti
meSt

eps_
,
e
xerc

iseT
ime

s_;
Size

de
gree

_;
/
/
h
ighe

st
d
egr

ee
f
or

poly
nomi

al
Size

sa
mple

s_;
long

se
ed_;

muta
ble

Mat
rix

exe
rcis

ePoi
nts

_;
muta

ble
Sta

tist
ics

sam
pleA

ccu
mula

tor
_;

}
;

}#
endi

f

D
.5.2

lsm
svjd

en
gin

e.cp
p

#
incl

ude
<nq

/Pr
icin

gEng
ine

s/ls
msvj

den
gine

.hp
p>

#
incl

ude
<io

str
eam>

u
sing

na
mesp

ace
std

;

n
ames

pac
e
Ne
sQu

ant
{

v
oid

LSM
SVJ

DEng
ine:

:ca
lcul

ate(
)
c
onst

{

doub
le

s0
=
arg

ume
nts_

.und
erl

ying
,

v0
=
arg

ume
nts_

.vol
ati

lity
*
argu

ment
s_.

vola
tili

ty;
doub

le
matu

rity
=
argu

ment
s_.

matu
rit

y;
Plai

nVa
nill

aPay
off

pay
off(

arg
umen

ts_
.typ

e,
a
rgu

ment
s_.s

tri
ke);

Gaus
sia

nRan
domS

equ
ence

Gene
rat

or
g
en

=
Pse

udoR
ando

m::
make

_seq
uen

ce_g
ene

rato
r(ti

meS
teps

_,
s
eed

_);

Hand
le<

Gaus
sian

SVJ
DPat

hGen
era

tor>
pa
thGe

nera
tor

=
Han

dle<
Gaus

sia
nSVJ

DPat
hGe

nera
tor

>
(ne

w
Ga
ussi

anS
VJDP

ath
Gene

rato
r(

arg
umen

ts_
.ris

kFr
eeRa

te,
arg

umen
ts_

.div
ide

ndYi
eld,

arg
umen

ts_
.vol

ati
lity

,
arg

umen
ts_

.vol
ati

lity
OfVo

lat
ilit

y,
arg

umen
ts_

.ste
ady

Stat
eVol

ati
lity

,
arg

umen
ts_

.mea
nRe

vers
ionR

ate
,

arg
umen

ts_
.cor

rel
atio

nUnd
erl

ying
Vola

til
ity,

arg
umen

ts_
.jum

pIn
tens

ity,
arg

umen
ts_

.jum
pMe

an,
arg

umen
ts_

.jum
pSt

anda
rdDe

via
tion

,
mat

urit
y,

time
Ste

ps_,
gen

));

//
n
umb

er
o
f
ti
me

step
s
be
twe

en
v
alu

es
u
sed

as
exer

cise
ti
mes

Size
ti
meDi

stan
ce

=
ti
meSt

eps
_
/
exe

rcis
eTim

es_
;
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//
i
f
a
ntit

heti
c
p
aths

are
us
ed,

twi
ce

a
s
ma
ny

path
s
ar
e
u
sed

Size
mo
dSam

ples
;
/
/
mo
difi

ed
samp

les
if

(
ant

ithe
ticV

ari
ate_

)
mod

Samp
les

=
2
*
s
ampl

es_
;

else
mod

Samp
les

=
s
ampl

es_;

//
I
nit

iali
ze

c
ont

rol
vari

ate
doub

le
cont

rolV
ari

ateV
alue

;
std:

:ve
ctor

<dou
ble

>
co
ntro

lVa
riat

ePa
thVa

lue(
mod

Samp
les)

;
Euro

pea
nPat

hPri
cer

_old
con

tro
lPP(

arg
umen

ts_.
typ

e,
s
0,

a
rgu

ment
s_.s

tri
ke,

QL_E
XP(

-arg
ume

nts_
.ris

kFr
eeRa

te
*
ma
turi

ty),
fa
lse)

;
if

(
con

trol
Vari

ate
_)

{
SVJ

DEng
ine

con
trol

PE;

SVJ
DArg

umen
ts*

con
trol

Arg
umen

ts
=

dyn
amic

_ca
st<S

VJDA
rgu

ment
s*>

(
con

tro
lPE.

argu
men

ts()
);

*co
ntro

lArg
ume

nts
=
ar
gum

ents
_;

con
trol

PE.c
alc

ulat
e();

con
st

O
ptio

nVa
lue*

con
tro

lRes
ult

s
=

dyn
amic

_ca
st<c

onst
Op
tion

Val
ue*>

(con
tro

lPE.
resu

lts
());

con
trol

Vari
ate

Valu
e
=
con

trol
Res

ults
->va

lue
;

}//
g
ene

rate
pat

hs
std:

:ve
ctor

<std
::v

ecto
r<do

ubl
e>

>
spa

ths(
modS

amp
les,

std
::v

ecto
r<d

oubl
e>(e

xer
cise

Time
s_)

);
std:

:ve
ctor

<std
::v

ecto
r<do

ubl
e>

>
vpa

ths(
modS

amp
les,

std
::v

ecto
r<d

oubl
e>(e

xer
cise

Time
s_)

);

Gaus
sia

nSVJ
DPat

hGe
nera

tor:
:sa

mple
_ty

pe
pat

hSam
ple(

pat
hGen

erat
or-

>tim
eGr

id()
,
1.
0);

Gaus
sia

nSVJ
DPat

hGe
nera

tor:
:sa

mple
_ty

pe
vol

Path
Samp

le(
path

Gene
rat

or->
tim

eGri
d(),

1.
0);

for
(Si

ze
i
=
0
;
i
<
m
odSa

mpl
es;

i++
)
{

if
(ant

ithe
tic

Vari
ate_

&&
i%2

==
1)

pat
hSam

ple
=
p
athG

ene
rato

r->
anti

thet
ic(

);
els

epat
hSam

ple
=
p
athG

ene
rato

r->
next

();
vol

Path
Samp

le
=
pa
thGe

ner
ator

->v
olat

ilit
y()

;

dou
ble

s
=
s0,

v
=
v0,

k
=
0;

for
(Si

ze
j
=
0;

j
<
t
ime

Step
s_;

j++
)
{

s
*
=
QL
_EX

P(pa
thSa

mpl
e.va

lue
[j])

;
v
+
=
vo
lPa

thSa
mple

.va
lue[

j];
if

((j
+
1
)
%
time

Dis
tanc

e
=
=
0)

{
spa

ths
[i][

k]
=
s;

vpa
ths

[i][
k]

=
v;

k++
;

}
}if

(con
trol

Var
iate

_)
{

con
trol

Var
iate

Path
Val

ue[i
]
=
con

trol
PP(

path
Samp

le.
valu

e);
}

}//
s
et

valu
es

a
t
m
atur

ity
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std:
:ve

ctor
<dou

ble
>
U(
modS

amp
les)

;
exer

cis
ePoi

nts_
=
Matr

ix(m
odS

ampl
es,

3,
-1.0

);
//

(
t,

S
t,

Vt)

Size
k
=
ex
erci

seT
imes

_;
Disc

oun
tFac

tor
dis

coun
t
=
QL_

EXP(
-ar

gume
nts_

.ri
skFr

eeRa
te

*
ma
turi

ty)
;

for
(i

=
0;

i
<
mo
dSam

ples
;
i
++)

{
U[i

]
=
disc

oun
t
*
payo

ff(
spat

hs[
i][k

-1])
;

}//
m
ove

bac
kwar

ds
doub

le
dt

=
mat

uri
ty

/
exe

rci
seTi

mes
_;

for
(k

=
ex
erci

seT
imes

_
-
1;

k
>
0;

k--)
{

cou
t
<<

"k
:
"
<<

k
<<

en
dl;

//
find

in-
the

-mon
ey

p
ath

s
an
d
(
x,

y
)
re
gre

ssio
n
da
ta

std
::ve

ctor
<Si

ze>
itmp

ath
s;

std
::ve

ctor
<do

uble
>
xd
ata

,
vd
ata

,
fd
ata;

for
(i

=
0;

i
<
mo
dSam

ple
s;

i
++)

{
dou

ble
s
=
spa

ths[
i][

k-1]
;

if
(pay

off
(s)

>
0)

{
itm

pat
hs.p

ush_
bac

k(i)
;

xda
ta.

push
_bac

k(s
);

vda
ta.

push
_bac

k(v
path

s[i
][k-

1]);
fda

ta.
push

_bac
k(U

[i])
;

}
}if

(itm
path

s.s
ize(

)
>
0)

{
//

do
r
egr

essi
on

Pol
ynom

ial
Fit

pf(x
dat

a,
v
dat

a,
f
data

,
d
egre

e_);
con

st
A
rra

y
co
ntva

l
=
pf.

val
ue()

;

//
comp

are
con

tinu
ati

on
v
alu

e
wi
th

e
xer

cise
val

ue
dis

coun
t
=
QL_

EXP(
-ar

gume
nts

_.ri
skFr

eeR
ate

*
k
*
d
t);

for
(Si

ze
l
=
0;

l
<
itmp

ath
s.si

ze()
;
l
++)

{
i
=
it
mpat

hs[l
];

dou
ble

exe
rval

=
disc

oun
t
*
payo

ff(
xdat

a[l]
);

if
(ex

erva
l
>
con

tval
[l]

)
{

U[
i]

=
exe

rva
l;

ex
erci

sePo
int

s_[i
][0

]
=
k
*
dt;

ex
erci

sePo
int

s_[i
][1

]
=
xdat

a[l
];

ex
erci

sePo
int

s_[i
][2

]
=
QL_S

QRT
(vda

ta[l
]);

}
}

}
}//

a
dju

st
f
or

c
ont

rol
vari

ate
if

(
con

trol
Vari

ate
_)

for
(i

=
0;

i
<
mo
dSam

ple
s;

i
++)

{
U[i

]
=
U[i

]
+
1.0

*
(
cont

rol
Vari

ateV
alu

e
-
cont

rol
Vari

ateP
ath

Valu
e[i

]);
}

//
c
alc

ulat
e
av
era

ge
if

(
ant

ithe
ticV

ari
ate_

)
for

(i
=
0;

i
<
mo
dSam

ple
s;

i
+=2

)
{

sam
pleA

ccu
mula

tor_
.ad

d((U
[i]

+
U
[i+1

])
/
2)
;

}
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else
for

(i
=
0;

i
<
sa
mple

s_;
i++

)
{

sam
pleA

ccu
mula

tor_
.ad

d(U[
i])

;
}

doub
le

valu
e
=
sam

pleA
ccum

ula
tor_

.me
an()

;

//
c
omp

are
with

ex
erci

se
a
t
t
ime

0
if

(
pay

off(
s0)

>
v
alue

)
{

val
ue

=
pay

off
(s0)

;
sam

pleA
ccum

ula
tor_

.res
et(

);
for

(i
=
0;

i
<
mo
dSam

ple
s;

i
++)

{
if

((!a
nti

thet
icVa

ria
te_)

||
i%2

==0)
sam

ple
Accu

mula
tor

_.ad
d(v

alue
);

exe
rcis

ePo
ints

_[i]
[0]

=
0
;

exe
rcis

ePo
ints

_[i]
[1]

=
s
0;

exe
rcis

ePo
ints

_[i]
[2]

=
a
rgu

ment
s_.v

ola
tili

ty;
}

}//
r
etu

rn
v
alue

resu
lts

_.va
lue

=
v
alue

;
resu

lts
_.er

rorE
sti

mate
=
s
amp

leAc
cum

ulat
or_.

err
orEs

tima
te(

);
}

}
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E
M
ath

em
atica-C

+
+
kild

ekod
e

T
il
at
forbinde

den
udviklede

C
+
+
kode

m
ed
M
athem

atica
bruges

M
athem

a-
ticas

dataudvekslingsprotokol
M
athL

ink
1.
D
enne

integration
kræ

ver
en
del

program
kode,

både
i
M
athem

atica-sproget
og
C
+
+
.
A
f
pladshensyn

er
kun

en
lille

del
af
den

nødvendige
kode

m
edtaget

i
dette

bilag.
D
en
resterende

kildekode
kan

findes
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